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AVERTISSEMENT 


DE    LA    DEUXIEME    EDITION. 


Cette  édition  a  plusieurs  avantages  sur  la  première,  qui  a  paru 
en  1797  ;  elle  est  plus  correcte  :  on  a  mis  plus  d'ordre  dans  les 
matières,  et  on  les  a  divisées  par  Chapitres,  ce  qu'on  n'avait  pu 
faire  d'abord,  cet  Ouvrage  ayant  été  compo.sé,  comme  d'un  seul 
jet,  à  mesure  qu'il  s'imprimait;  enfin  on  y  a  fait  différentes  addi- 
tions, dont  les  principales  se  trouvent  dans  le  Chapitre  XIV  de 
la  seconde  Partie  et  dans  le  Chapitre  V  de  la  troisième. 

On  avait  pensé  à  refondre  dans  la  première  Partie  de  ce  Traité 
les  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  (*),  ([ui  servent  de  com- 
mentaire et  de  suite  à  cette  Partie  ;  mais,  comme  elles  forment 
un  Ouvrage  à  part  qui  peut  être  lu  séparément  et  isulépendam- 
ment  de  la  Théorie  des  fonctions,  on  s'est  contenté  de  les  citer 
dans  tous  les  endroits  sur  lesquels  elles  peuvent  offrir  des  éclair- 
cissements et  des  développements  utiles  (*"). 


(*)  Ces  Leçons  ont  paru  d'abord  dans  le  Recueil  des  Leçons  de  l'École  Normnla;  mais  la 
seconde  édition,  publiée  en  iSofi  chez  Courcior,  est  beaucoup  augmentée;  c'est  celle-ci  qu'on 
a  citée. 

(**)  Les  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions  forment  le  Tome  X  des  OEiivrcs  de  L/igrnngc. 
•  ( Note  de  r Editeur.' 


THÉORIE 


FONCTIONS  ANALYTIQUES. 


NTRODUCTION. 


DES  rONCTlONS  EN  CÉNÉRAL.  HES  FONCTIONS  PRIMITIVES  ET  DÉRIVÉES.  bES 
DIFFÉRENTES  MANIÈRES  DONT  ON  A  ENVISAGÉ  LE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 
OliJET    DE    CET    OUVRAGE. 


On  appelle /o/(c//y/i  d'une  ou  de  plusieurs  quantités  toute  expres- 
sion de  calcul  dans  laquelle  ces  quantités  entrent  d'une  manière  quel- 
conque, mêlées  ou  non  avec  d'autres  quantités  qu'on  regarde  comme 
ayant  des  valeurs  données  et  invariables,  tandis  que  les  quantités  de 
la  fonction  peuvent  recevoir  toutes  les  valeurs  possibles.  Ainsi,  dans 
les  fonctions,  ou  ne  considère  que  les  quantités  qu'on  suppose  va- 
riables, sans  aucun  égard  aux  constantes  qui  peuvent  y  être  mêlées. 

Le  mot/ofidion  a  été  employé  par  les  premiers  analystes  pour  dé- 
signer en  général  les  puissances  d'une  même  quantité.  Depuis,  on  a 
étendu  la  signification  de  ce  mot  à  toute  quantité  formée  d'une  ma- 
nière quelconque  d'une  autre  quantité.  Leibnitz  et  les  Bernoulli  l'ont 
employé  les  premiers  dans  cette  acception  générale,  et  il  est  aujour- 
d'bui  généralement  adopté. 

Lorsqu'à  la  variable  d'une  tonction  on  attribue  un  accroissement 
quelconque,  en  ajoutant  à  cette  variable  une  quantité  indéterminée, 
ou  peut,  par  les  règles  ordinaires  de  l'Algèbre,  si  la  fonction  est  algé- 
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I)ri(jiu',  la  développer  suivant  les  piiissanecs  de  cette  indéterminée. 
Le  premier  terme  du  développement  sera  la  fonction  proposée,  qu'on 
a\)\)A\ovii  fonction primili\'e ;  les  termes  suivants  seront  formés  de  dille- 
renles  fonctions  de  la  même  variable,  multipliées  par  les  puissances 
successives  de  l'indéterminée.  Ces  nouvelles  fonctions  dépendront  uni- 
quement de  la  fonction  primitive  dont  elles  dérivent  et  p()uir(»ut 
s'appeler /o/?c//ort*  dcràres.  En  général,  quelle  que  soit  la  fonction 
|)rimitive,  algébrique  ou  non,  elle  peut  toujours  être  développée  on 
censée  développée  de  la  même  manière,  et  donner  ainsi  naissance  à 
des  fonctions  dérivées.  Les  fonctions,  considérées  sous  ce  point  de  vue. 
constituent  une  Analyse  d'un  genre  supérieur  à  l'Analyse  ordinaire 
par  sa  généralité  et  ses  nombreux  usages,  et  l'on  verra  dans  cet  Ouvrage 
(juc  l'Analyse  qu'on  appelle  vulgairement  transcendante  ou  infinitési- 
male n'est  au  fond  que  l'Analyse  des  fondions  primitives  et  dérivées, 
et  que  les  Calculs  différentiel  et  intégral  ne  sont,  à  proprement  parler, 
(jue  le  calcul  de  ces  mêmes  fonctions. 

Les  premiers  géomètres  qui  ont  employé  le  (lalcul  dilïérenlicl, 
Leibnitz,  les  Bernoulli,  L'Hôpital,  etc.,  l'ont  fondé  sur  la  considération 
des  quantités  infiniment  petites  de  différents  ordres,  et  sur  la  suppo- 
sition qu'on  peut  regarder  et  traiter  comme  égales  les  quantités  (pii 
ne  diffèrent  entre  elles  que  par  des  quantités  infiniment  petites  à  leur 
égard.  Contents  d'arriver  par  les  procédés  de  ce  Calcul,  d'une  manière 
prompte  et  sûre,  à  des  résultats  exacts,  ils  ne  se  sont  point  occupés 
d'en  démontrer  les  principes.  Ceux  qui  les  ont  suivis,  Euler,  d'Alem- 
bert,  etc.,  ont  cberclié  à  suppléer  à  ce  défaut  en  faisant  voir,  par  des 
applications  particulières,  que  les  différences  qu'on  suppose  infini- 
ment petites  doivent  être  absolument  nulles  et  que  leurs  rapports, 
seules  quantités  qui  entrent  réellement  dans  le  calcul,  ne  sont  autre 
cbose  que  les  limites  des  rapports  des  différences  finies  ou  indéfinies. 

Mais  il  faut  convenir  que  cette  idée,  quoi(iue  juste  en  ello-même. 
n'est  pas  assez  claire  pour  servir  de  principe  à  une  science  dont  la  cer- 
titude doit  être  fondée  sur  l'évidence,  et  surtout  pour  être  j)résenlée 
aux  commençants;  d'ailleurs,  il  me  semble  (]ue,  comme  dans  le  Calcul 
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différentiel,  tel  qu'on  l'emploie,  on  considère  et  on  calcule  en  effet 
les  quantités  infiniment  petites  ou  supposées  infiniment  petites  elles- 
mêmes,  la  véritable  métaphysique  de  ce  Calcul  consiste  en  ce  que 
l'erreur  résultant  de  cette  fausse  supposition  est  redressée  ou  com- 
pensée par  celle  qui  nait  des  procédés  mêmes  du  calcul,  suivant  les- 
quels on  ne  retient  dans  la  différentiation  que  les  quantités  infiniment 
petites  du  même  ordre.  Par  exemple,  en  regardant  une  courbe  comme 
un  polygone  d'un  nombre  infini  de  côtés  chacun  infiniment  petit,  et 
dont  le  prolongement  est  la  tangente  de  la  courbe,  il  est  clair  qu'on 
fait  une  supposition  erronée;  mais  l'erreur  se  trouve  corrigée  dans  le 
calcul  par  l'omission  qu'on  y  fait  des  quantités  infiniment  petites. 
C'est  ce  qu'on  peut  voir  aisément  dans  des  exemples,  mais  dont  il  sérail 
peut-être  difficile  de  donner  une  démonstration  générale. 

Newton,  pour  éviter  la  supposition  des  infiniment  petits,  a  considéré 
les  quantités  mathématiques  comme  engendrées  par  le  mouvement,  et 
il  a  cherché  une  méthode  pour  déterminer  directement  les  vitesses  ou 
plutôt  le  rapport  des  vitesses  variables  avec  lesquelles  ces  quantités 
sont  produites;  c'est  ce  qu'on  appelle,  d'après  lui,  la  Méthode  des 
fluxions  ou  le  Calcul  jlaxionnel,  parce  qu'il  a  nommé  ces  vitesses 
fluxions  des  quantités.  Cette  Méthode  ou  ce  Calcul  s'accorde,  pour  le 
fond  et  pour  les  opérations,  avec  le  Calcul  diflerentiel,  et  n'en  diflèrc 
que  par  la  Métaphysique,  qui  parait  en  ell'et  plus  claire,  parce  ([uc 
tout  le  monde  a  ou  croit  avoir  une  idée  de  la  vitesse.  Mais,  d'un  côte, 
introduire  le  mouvement  dans  un  calcul  qui  n'a  que  des  quantités  algé- 
briques pour  objet,  c'est  y  introduire  une  idée  étrangère  et  qui  oblige 
à  regarder  ces  quantités  comme  des  lignes  parcourues  par  un  mobile; 
de  l'autre,  il  faut  avouer  qu'on  n'a  pas  même  une  idée  bien  nette  de 
ce  que  c'est  que  la  vitesse  d'un  point  à  chaque  instant  lorsque  cette 
vitesse  est  variable,  et  l'on  peut  voir,  par  le  savant  Traité  des  fluxions 
de  Maclaurin,  combien  il  est  diflicile  de  démontrer  rigoureusement  la 
Méthode'des  fluxions  et  combien  d'artifices  particuliers  il  faut  employer 
pour  démontrer  les  différentes  parties  de  cette  Méthode. 

Aussi  Newton  lui-même,  dans  son  Livre  des  Principes,  a  préféré. 
IX.  3 
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fonimo  plus  courte,  la  Méthode  des  dernières  raisons  des  quantités 
évanouissantes,  et  c'est  aux  principes  de  cette  .^létliode  que  se  réduisent 
en  dernil're  analyse  les  démonstrations  relatives  à  celle  des  fluxions. 
Mais  cette  .Méthode  a,  comme  celle  des  limites  dont  nous  avons  parlé 
plus  haut,  et  qui  n'en  est  proprement  que  la  traduction  algéhrique,  le 
<;iau(l  inconvénient  de  considérer  les  quantités  dans  l'état  où  elles 
cessent,  pour  ainsi  dire,  d'être  quantités,  car,  qnoi(|u'on  conçoive 
toujours  bien  le  rapport  de  deux  quantités  tant  qu'elles  demeurent 
finies,  ce  rapport  n'ollVe  plus  à  l'esprit  une  idée  claire  et  précise  aus- 
sitôt que  ses  termes  deviennent  l'un  et  l'autre  nuls  à  la  fois. 

C'est  pour  prévenir  ces  difficultés  qu'un  habile  géomètre  anglais, 
<(ui  a  fait  dans  l'Analyse  des  découvertes  importantes,  a  proposé  dans 
ces  derniers  temps  de  substituer  à  la  ^léthode  des  fluxions,  jusqu'alors 
suivie  scrupuleusement  par  tous  les  géomètres  anglais,  une  autre  3Ié- 
thoile  purement  analytique,  et  analogue  à  la  ^léthode  diff'érentielle, 
mais  dans  laquelle,  au  lieu  de  n'employer  que  les  dilTérences  infini- 
ment petites  ou  nulles  des  quantités  vai'iables,  on  emploie;  d'abord  des 
valeurs  dill'éi'entes  de  ces  quantités,  qu'on  égale  ensuite,  après  avoir 
fait  disparaître  par  la  division  le  facteur  que  cette  égalité  rendrait  nul. 
Par  ce  moyen,  on  évite  à  la  vérité  les  infiniment  petits  et  les  quantités 
évanouissantes;  mais  les  procé<lés  et  les  applications  du  calcul  sont 
embarrassants  et  [)eu  naturels,  et  l'on  doit  convenir  (|ue  cette  manière 
de  rendre  le  Calcul  did'érentiel  plus  rigoureux  dans  ses  principes  lui 
l'ait  perdre  ses  principaux  avantages,  la  simplicité  de  la  méthode  et  la 
facilité  des  (q)érations.  {Voir  l'Ouvrage  intitulé  The  rcsidual  Analvsis  a 
new  hranch  of  the  algehric  arl,  bv  John  Landen,  London,  ly'J^-  ainsi 
(|ue  le  Discours  publié  par  le  même  Auteur,  en  17  kS,  sur  le  même 
objet.) 

Ces  variations  dans  la  manière  d'établir  et  de  présenter  les  priiu'ipes 
du  (ialcul  dill'érentiel ,  et  même  dans  la  dénomination  de  ce  Calcul, 
montrent,  ce  me  semble,  qu'on  n'en  avait  pas  saisi  la  véritable  théorie, 
qu()i(|u'on  eut  trouvé  d'abord  les  règles  les  plus  simples  et  les  plus 
connuodes  pour  le  mécanisme  des  opérations. 
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On  trouvera  de  nouvelles  considérations  sur  cet  objet  dans  la  pre- 
mière Leçon  sur  le  Calcul  des  fonctions. 

Dans  un  Mémoire  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Berlin,  de 
1772,  et  dont  l'objet  était  l'analogie  entre  les  différentielles  et  les 
puissances  positives  et  entre  les  intégrales  et  les  puissances  négatives, 
j'avançai  que  la  tbéorie  du  développement  des  fonctions  en  série  con- 
tenait les  vrais  principes  du  Calcul  différentiel,  dégagés  de  toute  con- 
sidération d'infiniment  petits  ou  de  limites,  et  je  démontrai  par  cette 
tbéorie  le  tliéorème  de  Taylor,  qui  est  le  fondement  de  la  métbode  des 
séries,  et  qu'on  n'avait  encore  démontré  que  par  le  secours  de  ce  Calcul 
ou  par  la  considération  des  différences  infiniment  petites; 

Depuis,  Arbogast  a  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  un  Mémoire 
où  la  même  idée  est  exposée  avec  des  développements  et  des  applica- 
tions qui  lui  appartiennent.  Mais,  l'Auteur  n'ayant  encore  rien  publié 
sur  ce  sujet  '  ,  et  m'étant  trouvé  engagé  par  des  circonstances  parti- 
culières à  développer  les  principes  généraux  de  l'Analyse,  j'ai  rappelé 
mes  anciennes  idées  sur  ceux  du  Calcul  différentiel,  et  j'ai  fait  de  nou- 
velles réflexions  tendant  à  les  confirmer  et  à  les  généraliser;  c'est  ce 
qui  a  occasionné  cet  écrit,  que  je  ne  me  détermine  à  publier  que  par 
la  considération  de  l'utilité  dont  il  peut  être  à  ceux  qui  étudient  cette 
brancbe  importante  de  l'Analyse. 

11  peut,  au  reste,  paraître  surprenant  que  cette  manière  d'envisager 
le  Calcul  différentiel  ne  se  soit  pas  offerte  plus  tôt  aux  géomètres,  et 
surtout  qu'elle  ait  écbappé  à  Newton,  inventeur  de  la  Métbode  des 
séries  et  de  celle  des  fluxions.  Mais  nous  observerons  à  cet  égard  qu'en 
effet  Newton  n'avait  d'abord  employé  que  la  simple  considération  des 
séries  pour  résoudre  le  problème  troisième  du  second  Livre  des  Prin- 
cipes, dans  lequel  il  cbercbe  la  loi  de  la  résistance  nécessaire  pour 
qu'un  corps  pesant  décrive  librement  une  courbe  donnée,  problème 
qui  dépend  naturellement  du  Calcul  diflerentiel  ou  fluxionnel.  On  sait 
que  Jean  BernouUi  trouva  cette  solution  fausse  en  la  comparant  avec 

(*)  L'Ouvrage  que  feu  Arbogast  a  donné,  en  1800,  sous  le  titre  de  Calcul  des  dérivations, 
a  un  objet  différent,  comme  l'Auteur  en  avertit  lui-même  à  la  fin  de  sa  Préface. 
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fcllo  qui  résullo  du  Calcul  ditréreiilicl,  ot  son  neveu,  Nicolas,  prélendit 
<|U(>  l'erreur  venait  de  ce  (jue  Newton  avait  pris  le  troisilMue  terme  de  la 
série  convergente,  dans  la(|uclle  il  réduisait  l'ordonnée  de  la  courbe 
donnée,  pour  la  dilTérentielle  seconde  de  cette  ordonnée,  et  le  qua- 
trii'nie  pour  la  dillerentielle  troisième,  au  lieu  que,  suivant  les  règles 
du  Calcul  dilVérentiel,  ces  ternies  ne  sont,  l'un  que  la  moitié,  l'autre 
que  la  sixii'me  partie  des  mêmes  dilTérentielles.  [Voir  les  Mcmoircs  de 
l' Académie  des  Sciences  de  171  i  et  le  Tome  I  des  Œuvres  de  Jean  Ber- 
iioulli.  Newton,  sans  répondre,  ahandonna  entièrement  sa  première 
Méthode  et  donna,  dans  la  seconde  édition  des  Principes,  une  solution 
dillérente  du  même  prohlème,  fondée  sur  la  méthode  même  du  Calcul 
différentiel.  Depuis,  on  n'a  plus  parlé  de  l'application  de  la  ^léthode 
des  séries  à  ce  genre  de  problèmes  que  pour  avertir  de  la  méprise 
dans  laquelle  Newton  était  tombé  et  faire  sentir  la  nécessité  d'avoir 
égard  à  l'observation  de  Nicolas  Bernoulli.  [Voir  V Encyclopédie,  au\ 
articles  Différentiel,  Force.)  Mais  nous  ferons  voir  que  cette  méprise  ne 
vient  point  du  fond  de  la  méthode,  mais  simplement  de  ce  que  Newton 
n'a  [)as  tenu  compte  (h;  tous  les  termes  aux(|uels  il  fallait  avoir  égard, 
et  nous  rectifierons  de  cette  manière  sa  première  solution,  dont  aucun 
des  commentateurs  des  Principes  n'a  fait  mention. 

L'objet  de  cet  Ouvrage  est  de  donner  la  théorie  des  fonctions,  con- 
sidérées comme  primitives  et  dérivées,  de  résoudre  par  cette  théorie 
les  principaux  problèmes  d'Analyse,  de  Géométrie  et  de  3Iécauique, 
(|u'on  fait  dépendie  du  Calcul  diflérentiel ,  et  de  donner  par  là  à  la 
solution  de  ces  problèmes  toute  la  rigueur  des  démonstrations  des 
.\nciens. 


PREMIERE  PARTIE. 

EXPOSITION  DE  LA  THÉORIE.  AVEC  SES  PIUNCIPAUX  USAGES  DANS  LANALVSE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  d'uNE  FONCTION  d'uNE  VARIABLE  LORSQu'oN  ATTRIBIE 
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1.  Nous  désignerons  en  général  par  la  caraotéristique/oii  F,  placée 
(levant  une  variable,  toute  fonction  de  cette  variable,  c'est-à-dire  toute 
quantité  dépendante  de  cette  variable  et  qui  varie  avec  elle  suivant  une 
loi  donnée.  Ainsi /(.r)  ou  F{x)  désignera  une  fonction  de  la  variable  .r; 
f[x-),f[a  +  bx),  ...  désigneront  des  fonctions  de  j;--,  de  a -l- ^.r,  . 

Pour  marquer  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes,  connue 
de  j:-,j',  nous  écrirons /(j",v\  et  ainsi  des  autres. 

Lorsque  nous  voudrons  employer  d'autres  caractéristiques  pour  mar- 
quer les  fonctions,  nous  aurons  soin  d'en  avertir. 

Considérons  donc  une  fonction  y":  a?)  d'une  variable  (]ucl(onque  r. 
Si  à  la  place  de  a-  on  y  met  x-^i,  i  étant  une  quantité  queleon(|ne 
indéterminée,  elle  devrendra/(.r +  j),  et,  par  la  tliéorie  des  séries,  ou 
pourra  la  développer  en  une  série  de  cette  forme 

f  x'  -{-  pi  -+-  qi-  -T-  ri^  -4-  .  .  . , 
dans  laquelle  les  quantités/;,  q,  r,  . ..,  coelficients  des  puissances  de  /, 
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seront  (Je  nouvelles  fonetions  de  ir,  dérivées  de  la  fonction  primitive  .r 
et  indépendantes  de  l'indéterminée  i. 

2.  Mais,  pour  ne  rien  avancer  gratuitement,  nous  commencerons  par 
examiner  la  forme  même  de  la  série  qui  doit  représenter  le  dévçlo|)- 
pement  de  toute  fonction /(ar)  lorsqu'on  y  substitue  cc-hi  a  la  i)lace 
de  œ,  et  que  nous  avons  supposée  ne  devoir  contenir  que  des  puis- 
sances entières  et  positives  de  i. 

Cette  supposition  se  vérifie  en  effet  par  le  développement  des  diffé- 
rentes fonctions  connues;  mais  personne,  que  je  saclie,  n'a  clierclié  à 
la  démontrer  a  priori,  ce  qui  me  paraît  néanmoins  d'autant  plus  néces- 
saire, qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  elle  ne  peut  pas  avoir  lieu. 
D'ailleurs,  le  Calcul  différentiel  porte  expressément  sur  cette  même 
supposition,  et  les  cas  qui  font  exception  sont  précisément  ceux  où  ce 
Calcul  a  été  accusé  d'être  en  défaut. 

Je  vais  d'abord  démontrer  que,  dans  la  série  résultante  du  dévelop- 
pement de  la  fonction/(.r  +  i),  il  ne  peut  se  trouver  aucune  puissance 
fractionnaire  de  i,  h  moins  qu'on  ne  donne  à  ,r  des  valeurs  particu- 
lières. 

En  effet,  il  est  clair  que  les  radicaux  de  i  ne  pourraient  veiiii'  que 
des  radicaux  renfermés  dans  la  fonction  primitive/(a7),  et  il  est  clair 
en  même  temps  que  la  substitution  de  ar  +  i  au  lieu  de  a:  ne  pourrait 
ni  augmenter  ni  diminuer  le  nombre  de  ces  radicaux,  ni  en  cbanger  la 
nature,  tant  que  x  et  i  sont  des  quantités  indéterminées.  D.'un  autre 
côté,  on  sait  par  la  tbéorie  des  équations  que  tout  radical  a  autant  de 
valeurs  différentes  qu'il  y  a  d'unités  dans  son  exposant,  et  que  toute 
fonction  irrationnelle  a,  par  conséquent,  autant  de  valeurs  dilférentes 
qu'on  peut  faire  de  combinaisons  des  différentes  valeurs  des  radicaux 
(]u'elle  renferme.  Donc,  si  le  développement  de  la  fonction /(a;  4-/) 

pouvait  contenir  un  terme  de  la  forme  ui",  la  fonction /(a;)  serait  né- 
cessairement irrationnelle  et  aurait  par  conséquent  un  certain  nombre 
de  valeurs  différentes,  qui  serait  le  même  pour  la  fonction /(,r -h  i), 
ainsi  que  pour  son  développement.  Mais,  ce  développement  étant  r<'- 
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pivsonté  par  la  série 

/i x)  -I- pi  +  qi'-  + . .  .-h  ui"  -h. . ., 

chaque  valeur  de /{x)  se  combinerait  avec  chacune  des  n  valeurs  du 
radical  \j^,  de  sorte  que  la  fonction /(j?  +  «)  développée  aurait  plus 
de  valeurs  différentes  que  la  même  fonction  non  développée,  ce  (jui 
est  absurde. 

Cette  démonstration  est  générale  et  rigoureuse  tant  que  x  et  i  de- 
meurent indéterminés;  mais  elle  cesserait  de  l'être  si  Ton  donnait  à 
X  des  valeurs  déterminées,  car  il  serait  possible  que  ces  valeurs  détrui- 
sissent quelques  radicaux  dans /(a:)  qui  pourraient  néanmoins  sub- 
sister dans  f{x-hi).  Nous  examinerons  plus  bas  (Chap.  V)  ces  cas 
particuliers  et  les  conséquences  qui  en  résultent. 

Nous  venons  devoir  que  le  développement  de  la  fonction /i^.r  +  / 
ne  saurait  contenir,  en  général,  des  puissances  fractionnaires  de  /;  il 
est  facile  de  s'assurer  aussi  qu'il  ne  pourra  contenir  non  plus  des  puis- 
sances négatives  de  i. 

Car,  si  parmi  les  termes  de  ce  développement,  il  y  en  avait  un  de  la 
forme  .- ,  m  étant  un  nombre  entier  positif,  en  faisant  i  =  o,  ce  tei'nie 
deviendrait  infini;  donc  la  fonction /(a? +  j)  devrait  devenir  intinje 
lorsque  i  =  o;  par  conséquent,  il  faudrait  que  f{x)  devint  infinie,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  x. 

3.  Nous  étant  ainsi  assurés  de  la  forme  générale  du  développemeni 
de  la  fonction  /\.r  +  f)'  voyons  plus  particulièrement  en  quoi  ce  déve- 
loppement consiste  et  ce  que  signifie  chacun  de  ses  termes. 

On  voit  d'abord  que,  si  l'on  cherche  dans  cette  fonction  ce  qui  est 
indépendant  de  la  quantité  i,  il  n'y  a  qu'à  faire  i=  o,  ce  qui  la  réduil 
■à/{x).  Ainsi y\^)  est  la  partie  d(i/[x-^i)  qui  reste  lorsque  la  quan- 
tité «devient  nulle,  de  sorte  que/(a;4-/)  sera  égale  a/[x),  plus  à  une 
quantilé'qui  doit  disparaître  en  faisant  i  =^  o  et  (jui  sera  par  consé- 
.  quent  ou  pourra  être  censée  multipliée  par  une  puissance  positive 
de  i;  et,  comme  nous  venons  de  démontrer  que  dans  le  développemeni 
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i\c/\^x-\-i I  il  ne  pciil  entrer  auenne  puissance  fraelionnaire  de  i,  il  s'en- 
suit que  la  (luantité  dont  il  s'agit  ne  pourra  être  multipliée  que  par  une 
|)uissanee  positive  et  entière  de  i;  elle  sera  done  de  la  l'orme  /P,  V  étant 
une  fonetion  de  .r  et  «  qui  ne  deviendra  point  infinie  loi'sque  ?  =  o. 
On  aura  donc  ainsi 

Aoni- /{x -h i)  —/[x)^iP,  et  par  conséquent  divisible  par  /;  la  divi- 
sion faite,  on  aura 


Or,  P  étant  une  nouvelle  fonction  de  x  et  /,  on  pourra  de  nién)e  en 
séparer  ce  qui  est  indépendant  de  i  et  qui,  par  conséquent,  ne  s'éva- 
nouit pas  lorsque  i  devient  nul.  Soit  donc/;  ce  (jue  devient  P  lorsqu'on 
fait  /■=o;  p  sera  une  fonction  de  x  sans  i,  et,,  par  un  raisonnement 
semblable  au  précédent,  on  prouvera  que  P  =p  -+-  ^Q,  ^Q  étant  la  partie 
de  P  qui  devient  nulle  lorsque  i  =  o,  et  Q  étant  une  nouvelle  fonction 
de  X  et  i  qui  ne  devient  pas  infinie  lorsque  i  —  o. 

On  aura  donc  V  —  />  =^  iQ,  et  par  consé(|uent  divisible  par  i;  la  di- 
vision faite,  on  aura 

i 

Soit  </  la  valeur  de  Q  en  y  faisant  i  =  o;  r/  sera  une  fonction  de  x  sans 
/.  et  la  partie  de  Q  (|ui  devient  nulle  lors(|ue  /  devient  nul  sei'a, 
comme  ci-dessus,  de  la  forme  il\,  R  étant  une  fonction  de  x  et  /qui 
ne  deviendra  pas  infinie  lorsque  t  =  o  et  qu'on  trouvera  en  divisant 
O  —  «7  par  /,  et  ainsi  de  suite. 
On  aura,  par  ce  procédé, 

f  x-hi—fx-hiP,     P  =  p-i-iQ,     Q  —  q-hiR,     H  =  /  + /S,      ...; 
donc,  substituant  successivement, 

f  X  -h  i    =^f  x    H-  /P    -f[x)  -+-  ip  -f-  ('-Q  -^f[x]  -4-  ip  -H  i-q  ■+-  i'  l\  =  ■  .    , 

ce  (jui  donnera.  |)our  le  développement  de  /(.î- -t- <  j,  une  série  de  la 
frirme  (|ue  nous  avons  supposée  au  commencement. 
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4.  Soit,  par  exemple, /y a;j  =  -;  on  aura 


donc 


rP=  . = ^,  P 


X'^X  -{- 


t]  ^  X- 


.'Q  = -+-^=       -^^ ^.      Q=       — r-^      q  = 

X   X  +  l]  X-  X- \^X  -i-  l  ;  x-[r  +  i] 

x-,x-¥-r       x^  x-'[X-i-i  x^ix-hi) 


ainsi  l'on  aura 


X  -h  l  X  X    X -H  Z  X  X-  X-\X-^l]  X  X-  x->  X^  ^X  -\-  l 

comme  il  résulte  de  la  division  actuelle. 

Prenons  encore  pour  exemple  la  fonction  irrationnelle  \x.  On  aura 
donc 


f[x]:=  \/x,    f[x-{-i]^\'x-i-  /  =  ^  j;  +  /  p  ; 

donc 

/P  =  ^  X  4- «  —  \'jr=  ^ =1      P  ^= pî      p^ — —' 

t^x  -^  i  -T-  \x  Sf'x  -h  i  -^  \x  i\x 

iQ=P-p  = 


\X  -h  t  -h   \X  ■2\- 


^'x  —  \!x  -+-  i        


!  \fx  (  \'X  -i-  I  -V-  \G:)  2  \'x  {\'X  -h  t  -+-   v'-^  ) 


■2^X\^X  -{-  l  +  ^X  J  OX\^X 


I      i  —  IX  +  1  \'x  y'a-  -h  i  /  ^x  -h  i  -i-3 yx 

2\/x     ^xi\,!x -h  i -i- \'x)'  2\x  ^x{<Jx -{- i  +  ^x\^ 

\  r  -4-  /  +  3  \'x  I  • 


3x\>x[<^x  -h  i  -h  \/xi'  i6x-\/x 

IX. 
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De  sorlo  ([u'oii  aura,  de  cette  manière, 


\:t:  +  /'  =  V X  H ; —  =  v'-^  ^ = =^ 


=  \lx  H = =  H — — — Z3-^  j3 

■>.\lx       iix\lx       Sx\Jx[^Jx  -\-  i  -^-  sjxY 

—  r    -^  -  —'1-  •     '"'     _ .  . . 

2\jx       Hxsjx        \6x-\Jx 

(]ette  dernière  série  est  celle  que  l'on  trouve  par  l'extraction  actuelle 
de  la  racine  carrée  ou  par  la  formule  du  binôme. 

5.  Il  serait  dillicilc  d'exécuter  ces  opérations  sur  des  fonctions  irra- 
tionnelles plus  compliquées;  mais,  en  faisant  disparaître  les  irration- 
nalités  par  rapport  à  la  quantité  i,  l'application  de  la  méthode  n'aura 
plus  de  difficulté. 

Ainsi,  en  reprenant  l'exeniple  pi'écédenl,  on  parliia  de  ré(|ualion 

^x  -\-  i  =  \x  -^  /P, 

(|ui,  étant  élevée  au  carré  pour  dégager  Yi  de  dessous  le  signe  radical, 
devient,  après  la  division  par  /, 

Taisant  /  —  o,  P  (h^vienl/;,  et  l'on  aura 

\=:ip\jx,     d'où    /;=-_• 

■?,  \Jx 

On  fera  donc  P  =  p  +?0,  ce  qui  étant  subslilué,  on  auia.  apri's  la 
division  par  /, 


/Q 


o  = 1-  •iQv'x-  H — =  ^-  /-Q- 

4  ^  V*' 

Faisant  /  =  (>,  Q  devient  q;  donc  on  aura 


:\X  ^  ' 
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d'où  l'on  liro 

^~~  8x\Jx' 

On  ieni  donc  Q  =  y  +  «R,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut,  à  la  vérité,  trouver  les  valeurs  de/>,  q,  r,  ...  d'une  nianii'rc 
plus  expéditive  en  foisant  tout  de  suite  l'équation 

^!x  -+-  i  =  \jx  -+-  pi  +  qi-  -+-  ri^  +  .  .  • , 

l'élevant  au  carré  pour  dégager  la  quantité  i  de  dessous  le  signe,  et 
comparant  ensuite  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  i  pour 
que  cette  quantité  puisse  demeurer  indéterminée,  comme  on  le  sup- 
pose; mais  la  méthode  précédente  a  l'avantage  de  ne  développer  la 
série  qu'autant  qu'on  veut  et  de  donner  la  valeur  exacte  du  reste.  Vm 
effet,  si  l'on  voulait,  par  exemple,  s'arrêter  au  second  terme />«,  on 
aurait  Qr  pour  la  valeur  du  reste,  et  l'on  pourrait  déterminer  Q  par 
la  résolution  de  l'équation  en  Q.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  cette  équa- 
tion est 


et,  pour  la  résoudre  de  manière  que  l'expression  de  Q  ne  présente  pas 
la  quantité  j  au  dénominateur,  il  n'y  a  qu'à  faire  Q  =  ^,  ce  qui  réduira 
l'équation  à  cette  forme, 

yi  +  ^\{ix\jx-^iMx)-^^xi-  —  o, 

d'où  l'on  tire  _  _  

yz=  —  ^xsjx—ii\lx±l[X\!x  +  /; 

et,  comme  Q  ne  doit  pas  devenir  infini  lorsque  /  =  o  (n"  3),  il  faudra 
que  V  ne  devienne  pas  nul  dans  le  même  cas;  par  conséquent,  il  faudra 
prendre  le  signe  inférieur  du  radical;  on  aura  ainsi 

Yz=—i\lx[-).x-\-i)  —  \x\lx-\ri. 
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cl  tic  là 

Q  = 


•î^^xi^ix  +  i)  -h  ^x^x  -\-  i  i^x{^x+  i  -h  <Jx)' 

comme  plus  haut.  On  en  usera  de  même  daiks  tous  les  cas  semblables. 

G.  ;Mais  le  principal  avantage  de  la  mélhode  que  nous  avons  exposée 
consiste  en  ce  qu'elle  fait  voir  comment  les  fonctions />,  </,  r,  ...  ré- 
sultent de  la  fonction  principale /(a;),  et  surtout  en  ce  qu'elle  prouve 
que  les  restes  iP,  iQ,  iK,  . ..  sont  des  quantités  qui  doivent  devenir 
nulles  lorsque  i  =  Q,  d'où  l'on  tire  cette  conséquence  importante  que, 

dans  la  série 

f{x]  +  pi  4-  qi-  -+-  /•/'  + .  .  . , 

(|ui  nait  du  développement  de /{x -hi),  on  peut  toujours  prendre  i 
assez  petit  pour  qu'un  ternie  quelconque  soit  plus  grand  que  la  somme 
de  tous  les  termes  qui  le  suivent,  et  que  cela  doit  avoir  lieu  aussi  pour 
toutes  les  valeurs  plus  petites  de  i. 

Car,  puisque  les  restes  /P,  iQ,  /R,  ...  sont  des  fonctions  de  «qui 
deviennent  nulles,  par  la  nature  même  du  développement,  lorsque 
i  =  o,  il  s'ensuit  que,  en  considérant  la  courbe  dont  i  serait  l'abscisse 
et  l'une  de  ces  fonctions  l'ordonnée,  cette  courbe  coupera  l'axe  à  l'ori- 
gine des  abscisses,  et,  à  moins  que  ce  point  ne  soit  un  point  singulier, 
ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  ce, 
comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre  avec  un  peu  de  réflexion  et  par 
un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n"  2,  le  cours  de  la  courbe  sera 
nécessairement  continu  depuis  ce  point;  donc  elle  s'approchera  peu  à 
peu  de  l'axe  avant  de  le  couper  et  s'en  approchera,  par  conséquent, 
d'une  quantité  moindre  qu'aucune  quantité  donnée,  de  sorte  qu'on 
pourra  toujours  trouver  une  abscisse  i  correspondant  à  une  ordonnée 
moindre  qu'une  quantité  donnée,  et  alors  toute  valeur  plus  petite 
de  /  répondra  aussi  à  des  ordonnées  moindres  que  la  quantité  donnée. 

On  pourra  donc  prendre  i  assez  petit,  .sans  être  nul,  pour  que  l'P 
soit  moindr<'  quey"!^r),  ou  pour  que  iQ  soit  moindre  que  p,  ou  pour 
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que  iR  soit  moindre  que  q,  et  ainsi  des  autres,  et  par  conséquent  pour 
que  i-Q  soit  moindre  que  ip  ou  que  r'R  soit  moindre  que  i-q,  ete.: 
donc,  puisque  (n°  3) 

/P  r=  ip  ^  i^q^  {3 ,■  -i-  .  .  .,     i2Q  —  i2q  ^  i^f.^^    ^^     «3 R  =  /3 /•  -t- .  .  . , 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  donner  à  ;'  une  valeur  assez  petite 
pour  que  chaque  terme  de  la  série 

f[x]  -h  ip  -i-  i'-q  -t-  i^r-\- . . . 

devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  termes  suivants,  et 
alors  toute  valeur  de  i  plus  petite  que  celle-là  satisfera  toujours  à  la 
même  condition. 

On  doit  regarder  ce  théorème  comme  un  des  principes  fondamentaux 
de  la  théorie  que  nous  nous  proposons  de  développer;  on  le  suppose 
tacitement  dans  le  Calcul  différentiel  et  dans  celui  des  fluxions,  et  c'est 
par  cet  endroit  qu'on  peut  dire  que  ces  calculs  donnent  le  plus  de  prise 
sur  eux,  surtout  dans  leur  application  aux  problèmes  géométriques  et 
mécaniques.  Les  doutes  qui  pourraient  rester  sur  la  démonstration  de 
ce  théorème,  parce  que  le  procédé  que  nous  avons  employé  pour  trouver 
les  restes  z'P,  ?Q,  /R,  . . .  n'est  applicable  qu'aux  fonctions  algébriques, 
seront  levés  dans  le  Chapitre  Y,  où  nous  donnerons  l'expression  géné- 
rale de  ces  restes  et  la  manière  d'en  déterminer  les  limites. 

7.  Il  laut  remarquer,  au  reste,  que  la  méthode  que  nous  venons  de 
donner  pour  trouver  successivement  les  termes  de  la  série  qui  repré- 
sente une  fonction  de  x-\~i,  développée  suivant  les  puissances  de  i,  ne 
peut  s'appliquer,  en  général,  au  développement  d'une  fonction  de  x 
et  de  i  qu'autant  que  cette  fonction  est  susceptible  d'être  réduite  en 
une  série  qui  procède  suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  i, 
car  le  raisonnement  du  n°  2,  par  lequel  nous  avons  prouvé  que  toute 
fonction  de  a: -4- i  est,  généralement  parlant,  susceptible  de  cette  forme 
ne  pourrait  pas  s'appliquer  à  une  fonction  quelconque  de  x  et  i.  Mais. 


30  THÉORIE  DES   l-ONCTIONS. 

dans  les  cas  où  celte  réduclion  est  possible,  on  pourra  loiijours  appli- 
i|iier  il  la  série  résultante  du  développement  suivant  les  puissances 
asceiidanles  de  i  la  conséciuence  que  nous  en  avons  tirée  dans  le  nu- 
méro précédent,  savoir,  que  la  quantité  /  pourra  être  prise  assez  petite 
pour  qu'un  terme  quelconque  de  la  série  soit  plus  grand  que  tous  ceux 
qui  le  suivent,  pris  ensemble. 
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CHAPITRE  II. 

FONCTIONS  Dérivées;  leur  notation  et  leir  algorithme. 


8.  Nous  avons  vu  que  le  développement  de/{x-hi)  donne  naissance 

à  diirérentes  autres  fonctions/?,  y,  /• toutes  dérivées  de  la  fonction 

principale /(a;),  et  nous  avons  donné  la  manière  de  trouver  ces  fonc- 
tions dans  des  cas  particuliers.  Mais,  pour  établir  une  théorie  sur  ces 
sortes  de  fonctions,  il  faut  rechercher  la  loi  générale  de  leur  dériva- 
tion. 

Pour  cela,  reprenons  la  formule  générale 

/(x  +  /)  =f[x]  -i-  pi  -+-  qi^  -^  H^  +..., 

et  supposons  que  l'indéterminée  a:  devienne  .r  +  0,  o  étant  une  quan- 
tité quelconque  indéterminée  et  indépendante  de  i;  il  est  visible  que 
/{jr-hi)  deviendra/(.r  +  «  +  oi,  et  l'on  voit  en  même  temps  que  Ton 
aurait  le  même  résultat  en  mettant  simplement  i -h  o  à  la  place  de  / 
dans/.r-+-/  .  Donc  aussi,  le  résultat  doit  être  le  même,  soit  qu'on 
mette,  dans  la  si'vie  /{.v) -h pi-h  qi- -{- ri^ -h. . .,  i-ho  à  la  place  de  i, 
soit  qu'on  y  mette  x  -h  o  au  lieu  de  ^. 
La  première  sui)sîitiilion  donnera 

/  -î'   -^  p  i  ^  o   +  (^  j  -h  o  -  -f-  /•(  /  +  o  I '  + . . . , 

savoir,  en  développant  les  puissances  de  i-ho,  et  n'écrivant,  pour  plus 
(le  simplicité,  que  les  deux  premiers  termes  de  chaque  puissance. 
parce  que  la  comparaison  de  ces  termes  suffira  pour  les  déterminations 
dont  nous  avons  besoin, 

/:  ^ ]  -+-  pi  -+-qi'--h  ri'  ^  si^  -h  .  .  . -h po  -\-  iqio  -]- 3 ri- o  -r  4 si'' o  -h 
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Pour  faire  l'autre  substitution,  soient /i^.r)+/'(a)o  +  ...,p+p'o  +  ..., 
7  "•"  7  "  -T-  •  •  •■>  f+-  r'o  -)-...  ce  que  deviennent  les  fonelions  /(^) .  p, 
(/,  r,  ...  en  y  mettant  x-\-o  pour  .r  et  ne  eonsidéranl  dans  le  déve- 
loppement que  les  termes  qui  eontienneni  la  première  puissanee  de  o; 
il  est  clair  que  la  même  formule  deviendra 

/,  X  )  -f-  pi  -+-  qi-  4-  ri^  +  s'r  -h  . . .+/'  x'  o  -h  p'  io  +  q'i-  o  ~r  /•'/  '  t»  -t-  . .  .  . 

Comme  ces  deux  résultats  doivent  être  identiques  quelles  que  soient 
les  valeurs  de  /  et  d(>  o,  on  aura,  en  comparant  les  termes  alîectés  de  o, 
de  io,  de  i' o,  etc., 

p=f'^x],     iq^^p',     3r  =  q',     ^s:=r',     .... 

Maintenant,  de  même  que/'(cF)  est  la  première  fonction  dérivée  de 
/{x),  il  est  clair  qucyy'  est  la  première  fonction  dérivée  de/;,  que  q'  est 
la  première  fonction  dérivée  de  q,  r'  la  première  fonction  dérivée  de  /•, 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  si,  pour  plus  de  simplicité  et  d'uniformité,  on 
dénote  par/'(a7)  la  première  fonction  dérivée  do /[x],  par/";>r)  la 
première  fonction  dérivée  dc/'{x),  par/"(a;)  la  première  fonclion  dé- 
rivée <\e/"{x),  et  ainsi  de  suite,  ou  aura 


donc 


dont 


donc 


P=f'{^)'  eldelà     p' —f"[x); 

q  =  i-—J-^ — ,      et  de  la     q'=z-'—^ — ; 


3  2.3  2.i 


4       2.34  2.3.4 

et  ainsi  de  suite. 

Donc,  substituant  ces  valeurs  dans  le  développement  de  la  fonction 
/ix-hi),  on  aura 
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Cette  nouvelle  expression  a  l'avantage  de  faire  voir  comment  les  termes 
de  la  série  dépendent  les  uns  des  autres,  et  surtout  comment,  lorsqu'on 
sait  former  la  première  fonction  dérivée  d'une  fonction  primitive  quel- 
conque, on  peut  former  toutes  les  fonctions  dérivées  que  la  série 
renferme. 

9.  Nous  appellerons  la  foncûon /{x) /onclion  primilàe  par  rapport 
aux  fonctions /'(x),/"(j;),  ...  qui  en  dérivent,  et  nous  appellerons 
ce\les-c\  fonctions  dérivées  par  rapport  à  celle-là.  Nous  nommerons  de 
plus  la  première  fonction  dèr'wée /' [x]  fonction  prime ,  la  seconde 
fonction  déri\éef"{x)  fonction  seconde,  la  troisième  fonction  dérivée 
f" [x)  fonction  tierce,  et  ainsi  de  suite. 

De  la  même  manière,  si  j  est  supposée  une  fonction  de  x,  nous  déno- 
terons ses  fonctions  dérivées  par  y',  y",  y'",  . . .,  de  sorte  que,  y  étant 
une  fonction  primitive,  _y'  sera  sa  fonction /;m«e,  y"  en  sera  la  fonction 
seconde,  y"  la  fonction  tierce,  et  ainsi  de  suite. 

De  sorte  que,  .r  devenant  x-hi,  y  deviendra 

.•  •       .'*'"'■        r"  i^ 

Ainsi,  pourvu  qu'on  ait  un  moyen  d'avoir  la  fonction  prime  d'une 
fonction  primitive  quelconque,  on  aura,  par  la  simple  répétition  des 
mêmes  opérations,  toutes  les  fonctions  dérivées,  et  par  conséquent 
tous  les  termes  de  la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
primitive. 

Au  reste,  pour  peu  qu'on  connaisse  le  Calcul  dilierentiel,  on  doit 
voir  que  les  fonctions  dérivées  y,  y,  y,  ....  relatives  à  x,  coïncident 

,  .         dy    d-  r    rf'  >• 

avec  les  expressions  -T-t  -j— ;>  -r-^»  — 
ï  dx    dx-    dx^ 


IX. 
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CHAPITRE  m. 


FONCTIONS  DERIVEES  DES  PUISSANCES,  DES  QUANTITÉS  EXPONENTIELLES  ET 
LOGARITHMIQUES,  DES  SINUS,  COSINUS  ET  DES  EXPPxESSIONS  COMPOSÉES 
DE    CES    FONCTIONS    SIMPLES.    ÉQUATIONS    DÉRIVÉES. 


10.  Puisque  tout  se  réduit  à  trouver  la  première  fonction  dérivée 
d'uiio  fonction  donnée,  nous  allons  donner  des  règles  générales  pour 
la  formation  des  fonctions  dérivées  des  principales  quantités  qu'on 
emploie  dans  l'Analyse. 

Par  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  on  voit  que  la  fonction  dc- 
rivéey'(x)  d'une  fonction  donnée /(a;)  de  la  variable  œ  n'est  autre 
chose  que  le  coelficient  de  i  dans  le  premier  terme  du  développement 
de  cette  fonction,  après  la  substitution  de  .r-\-i  a  la  place  de  ï.  Ainsi  il 
ne  s'agit  que  de  trouver  ce  premier  coefficient. 

Soit  doiic  d'abord /(a:)  =  a;"';  on  aura 

f[x  -+■  i]  =  (^  +  i)'"; 

or  il  est  facile  de  démontrer,  soit  par  les  simples  règles  de  l'Arithmé- 
tique, soit  par  les  premières  opérations  de  l'Algèbre,  que  les  deux  pre- 
miers termes  de  la  puissance  /n  du  binôme  x -h  i  î^onl  x'" -{- mx'"  '/, 
soit  que  m  soit  un  nombre  entier  ou  fractionnaire,  positif  ou  négatif: 

ainsi  on  aura 

f'[x]  —  mx"'~'. 

De  là  on  tirera  de  la  même  manière 

f"[x]  =  m\m  —  ijx"'-'^,    f"'[x]  =  »j(/n  —  i)  \m  —  o.]x"'-^,     .  . . , 
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de  sorte  qu'on  aura,  par  la  formule  générale  du  n"  8, 


nix'"^^  i  -+- 


2.3 


ce  qui  est  la  formule  connue  du  binôme,  laquelle  se  trouve  ainsi  dé- 
montrée pour  toutes  les  valeurs  de  m. 

11.  Soit  en  second  lieuy'(a;)  =  a'^;  on  aura 

•    f[x  -h  i   =  a^^'  =  a'^n'. 

Ainsi  tout  se  réduit  à  trouver  les  deux  premiers  termes  de  la  série  de  «', 
développée  suivant  les  puissances  de  i. 
Soit,  pour  cela,  a  =  i-h  b:  alors 

a'—ii  +  b'—i-hib-h b- -H r, b^~ 

par  la  formule  que  nous  venons  de  démontrer.  Développant  les  pro- 
duits de  i,  i  —  I,  i—  2,  ...  et  ordonnant  les  termes  suivant  les  puis- 
sances de  i,  on  trouvera  que  les  termes  multipliés  par  i  forment  cette 

se„et(è-~  + y -••■]• 

Donc,  faisant  pour  abréger 

.       ,       b-'       b^  .  .       (a-i)2    ,    («-iV 

A  =  6---f-  3-.. .  =  («-!) r-^—î ' 

les  deux  premiers  termes  de  la  valeur  de  a'  en  série  seront  i  -+-  \i;  on 
aura  par  conséquent 

On  tirera  de  là,  par  la  même  opération  répétée, 

/"^A-j  =A.Aa'-=  A^rtS    f"\x]  —  \3a',     ...: 
on  aura  ainsi 
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Divisant  par  a''  et  changoant  i  en  x,  on  anra  la  série  connue 

fl-i  =:  I  +  A  X  H \ ^-  -+-■.     . 

2  2.3 

12.  Si  dans  cette  formule  on  fait  a;  =  i ,  on  aura 

A-'        \^ 

rt  r=  I  -t-  A  H 1 H , 

■->.  2.3 

et,  si  l'on  fait  x—  -r,  on  aura 


2.3.4 


Ainsi  la  quantité  n'  est  égale  à  un  nombre  conslani,  (|ui  est  la  valeur 
tie  a,  lorsque  A=  1,  et  par  la  série  précédente  on  trouve 

1 

«•*=  2, 7 18-28  18284  59045.... 

(^esl  le  nombre  qu'on  désigne  ordinairement  par  e,  de  sorte  que  la 
relation  entre  a  et  A  se  trouve  exprimée  d'une  manière  finie  par  l'équa- 

lion  a"  —  e,  laquelle  donne  a  —  e". 

Donc,  si/(.r)  =  e'"'',  on  aura  a  =  e'",  A  =  m,  et  par  c()nsé(juent 

/' (  ar  )  = /ne'"'',    f"[x]  ^  m-e'"'',    f"'[x]  =  m^e""',     

d'oii  l'on  tirera,  comme  ci-dessus, 

„                          m-x-       m^x^ 
gm.r—  ,  _,_  fjix  _| .  _j ^ ^ 

2  9. .  3 

Or,  dans  l'équation 7  =  a'',  x  est  ce  qu'on  appelle  le  logarilhine  de  v, 
a  étant  la  base  du  système  logarithmique,  c'est-à-dire  le  nombre  dont 
le  logarithme  est  l'unité,  de  sorte  que  cette  équation  donne  a;=  logj' 

|)our  la  base  a.  Par  la  même  raison,  l'équation  a*  =  e  donnera  j  =  logs 
pour  la  base  a  et  A  =  loga  pour  la  base  c. 

Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires,  la  base  a  a  été  piise 
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éo-ale  à  lo,  parce  que  ces  logarithmes  sont  plus  commodes  pour  !.■ 
calcul  arithmétique;  mais  dans  l'Analyse  on  préfère,  comme  plus 
simple,  le  système  dont  la  hase  est  le  nombre  e;  c'est  le  système  des 
loiçarithmes  de  Neper,  qu'on  nomme  communément  logarithmes  hyper- 
holiques,  parce  qu'ils  sont  représentés  par  l'aire  de  l'IiYperbole  éqiii- 
latère  entre  ses  asymptotes,  et  on  les  désigne  par  la  simple  caracté- 
ristique 1.  Ainsi  on  a  A=:la;  par  conséquent,  la  fonction  prime  de 
la  fonction  a""  est  exprimée  par  a''\a  (numéro  précédent). 

Au  reste,  comme  a  =  e\  on  aura  rt  =  e'",  et  par  conséquent  a'  =  e''", 
moyennant  quoi  on  peut  réduire  toutes  les  exponentielles  à  la  même 
base  e. 

13.  Soit  donc,  en  troisième  lieu,/(.r)  =  logj?;  on  aura,  par  la  nature 
des  logarithmes,  .r  =  a^'-''.  Or,  x  devenant  x-hi,f{x)  devient 

f<x  +  i]  =f[x)  4-  if'\x]  +  ~f"[x)+-  . . . 

Faisant,  pour  abréger,  o  =  if\x)  +  '-f"{x)-^. ..,  l'équation  x  =  «"^-^ 
deviendra,  en  y  mettant  x -^  i  pour  j:  et/(a;)  +  o  pour/(.r), 

x-^i  —  afM*°  =  afi-^Ka", 
et,  divisant  cette  équation  par  la  précédente,  on  aura 

I   ■   -  ^ao—i -h  \.o  ^ '-^^ -i-- ■  ■     (numéro  précédent  . 

X  ■    2 

Effaçant  l'unité  de  part  et  d'autre,  et  divisant  par  /,  après  avoir  substitue 
la  valeur  de  o,  on  aura,  en  ordonnant  suivant  les  puissances  de  i, 

-  =\f'[x]  +  '-[\f",x]-i-\\r-{x)]+.... 

La  quanthé  i  étant  et  devant  demeurer  indéterminée,  il  faudra  que 
cette  équation  se  véritie  indépendamment  de  cette  quantité;  par  con- 
séquent, tous  les  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  /  devroni 


38  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

se  détruire  d'eux-mêmes  et  former  autant  d'équations  à  part.  On  auia 
donc  ainsi 

^=A/(x),     A/"(x)+A=/'=,(^)  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 
Donc,/(a;)  étant  égal  à  loga%  on  aura,  en  général, 

et  de  là,  par  la  formule  générale  du  n"  10,  on  tirera 

valeurs  qui  satisfont,  comme  l'on  voit,  aux  diflerentes  é({uations 
trouvées  ci-dessus.  Ainsi,  par  la  substitution  de  ces  valeurs  dans  la 
série/(a-)  +  if'{x)  -\ f"{x)  -i- ....  on  aura  sur-le-champ 

j  :n  .-1 

!og(:r  +  /)  =  \oax  H ; 


x\a       T-x'^Xa       3.»''  \a 
Faisant  a;  =  i  et  changeant  i  en  x,  on  aura  la  formule  connue 


log(n-.r)  = 


X-         X-' 
1  -i 


la 
Pour  les  logarithmes  hyperboliques  où  le—  i,  on  aura  simplement 

f{x]  =  \x,     f[^)=l^     f"ix)  =  -^^ 

14.  Les  sinus  et  cosinus  d'angles  considérés  analytiquement  ne  sont 
que  des  expressions  composées  d'exponentielles  imaginaires;  ainsi, 
on  peut  déduire  leurs  fonctions  dérivées  de  celles  de  ces  exponen- 
tielles. 

Soit  donc,  en  quatrième  lieu,/(.z)  r=  sina-;  comme  on  a 

^.cy/-!  _g-xv/-i  eJ-v'^_)_  e-.r/=7 

smj7  = j     cosa:= , 

7.  ^ —  I  '■'■ 
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on  fera 

f[x]=  = , 

et  l'on  aura  (n°  12),  en  mettant  ±\  -i  au  lieu  de  m  dans  e'"-^. 

f'[x]  = =  cosar. 

De  même,  en  faisant 


f[x]  =  cosar 
on  trouvera 

f'[x\  = 1  —  I  =  —  sinar. 

Connaissant  ainsi  les  fonctions  primes  des  fonctions  sinjr,  cosr,  on  en 
déduira  facilement  toutes  les  autres  fonctions  dérivées. 

En  effet,  puisque/(j:')  =  sina;  a  donné/'(a-)  =  cosa;  et  que/(j:-)  =  cos.r 
a  donné/'(.r)=  —  sinj;-,  on  aura,  pour/(^)  =  sina-, 

/';^;  =  cosx,    /"(x)  =  — sinx,    /"'(a;)=^  —  cosar,    /"(ar)  =  sin.r,     ..., 

et,  pour/(a:)  =  cosa",  on  aura 

j'[x]^  —  %\nx,    f'\x]^  —  cosx,    f"'\x]=:z  su\x,    f"'[x]  =  cosx,     .... 

D'après  ces  formules,  on  aura  sur-le-champ  les  séries 


sm(.r  +  «)  =  sin:r  -i-  i  cos.r smx cos:r ^— r  sin^  +.  . ., 

•4 

/' 

— — >  COSX  —  .... 

,J.4 
d'où,  en  i'aisaut  x  =  o  et  changeant  /  en  a%  on  tire  les  séries  connues 


.3        2.3.4.5  22.3.4 

15.  Les  fonctions  x'",  a^,  \x,  ûnx,  cos.r  que  nous  venons  de  con- 
sidérer doivent  être  regardées  comme  les  fonctions  simples  analytiques 
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(ruiie  seule  variable.  Toutes  les  aulres  lonetions  de  la  même  variable 
se  eomposcnt  deeelles-là  par  addition,  soustraction,  multiplication  ou 
division,  ou  sont  données  en  général  par  des  équations  dans  lescjuelles 
entrent  des  fonctions  de  ces  mêmes  formes.  Ainsi,  connaissant  les 
fonctions  primes  des  fonctions  simples  que  nous  venons  d'examiner,  on 
trouvera  aisément  les  fonctions  primes  des  fonctions  composées,  et, 
par  les  mêmes  opérations  répétées,  on  aura  successivement  les  fonc- 
tions secondes,  tierces,  etc. 

Soient  /;,  q,  r,  ...  des  fonctions  simples  de  .r,  dont  //,  q',  /',  ... 
soient  les  i'onctions  primes  connues  par  les  l'ègles  précédentes,  et 
qu'on  demande  la  fonction  prime  y'  d'une  fonction  y  composée  de  p, 
y,  /•.  ...;  on  considérera  que,  a'  devenant  .r -1- /,  r  devient  en  général 

Y+y'i-h  — — !-■■•  (n°  9).  Ovp,  q,  r,  ...  deviennent  en  même  temps 
p  -hp'i  -h. . . ,  q  -h  qi  -i- . . . ,  r  -h  r'i  -h. . . ,  et  ainsi  des  autres.  Il  n'y 
aura  donc  qu'il  substituer  ces  valeurs  dans  l'expression  dej',  déve- 
lopper les  ternies  suivant  les  puissances  de  i,  et  le  coefficient  de  /sera 
la  valeur  cbcrchée  de  y'. 

.Vinsi,  si  y  =  ap-h  bq  -h. . .,  a,  b,  . . .  étant  des  coeflieients  constants 
(|iH'lcouques,  on  aura  sur-le-cliaiiip 

'f>\  y  zzz  apq ,  la  quantité /.ly  deviendra 

(/>  -h  />'  ^-.  .  .)  (v  -t-  iq'  -^...)  =  pq  +  ijj'q  +  q'p)  +.  .  .  ; 

donc 

y'  ^=  ap'q  +  "'y'/'- 

Si  y  —  apqr,  on  trouvera  de  la  même  manière 

y'  =:  ap' qr  +  fiq'pr  -i~  ai' pq, 
et  ainsi  de  suite. 


Si  y^  -^  1  la  (inanlité  -  deviendra 


p  +  ip  + . 
q  4-  iq'  -f- . 
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Développant  le  dénominateur  en  série  par  les  règles  connues,  on  aura 


7      q- 1 


donc 


■p-^-^\jrv---)=7,--"'-'-''-' 


ap         apq 
(J    ~  ~q^ 


16.  Soit,  en  général, y  =/(p)  ;  en  regardant /(/?)  comme  une  fonc- 
tion primitive  de  p,  sa  fonction  prime  sera /'(/>),  en  sorte  que,  p  deve- 
nant p-\-o  (j'emploie  ici  la  quantité  indéterminée  o  à  la  place  de  la 
quantité  indéterminée  /,  qui  désignera  toujours  l'augmentation  indé- 
terminée de  x),f[p)  deviendra  (n"  8) 

/(/^) +  «/'(/>)  + f/"(p)  +  ---- 

Or,  p  étant  une  fonction  de  .r,   lorsque  x  devient  œ  -\-i,  p  devient 

(n"  8) 

P  +  ip  -^--^  +---\ 

donc,  faisant  o  =  ip'+  '—  p"  + . . .,  f{p)  deviendra,  par  la  substitution 
de  X  +  i'a  la  place  de  ,r, 

np)  +  ip'f'[p)  +  '~ip'"-f"{p)  +/'/■'(/')]  +  ■••; 

par  conséquent,  on  aura 

d'où  résulte  ce  principe,  que  la  fonction  prime  d'une  iouclion  d'une 
quantité  qui  est  elle-même  une  fonction  d'une  autre  quantité  est  égale 
au  produit  des  fonctions  primes  des  deux  fonctions. 

Supposons  maintenant  quejsoit  une  fonction  de/;  et  de  q,  (jue  nous 

désignerons  par/(/?,  q);  il  s'agit  donc  de  substituer  x -\- i  à  la  place 

de  X  dans  les  deux  fonctions/;  et  q.  Or  il  est  visible  (|ue  l'on  doit  avoir 

le  même  résultat,  soit  qu'on  fasse  ces  deux  substitutions  à  la  fois  ou 

l\.  '! 


\2  THEORIE  DES  FONCTIONS. 

succossivenient ,  puisque  les  (luanlilés  p  et  q  soûl  regardées  comme 
intlépendautes. 

Eu  substituaul  d'abord  ,v -h  i  à  la  place  de  .<■  daus  la  l'onctiou  p,  la 
t'ouctiou/i/j,  (/),  regardée  seulement  coiuni(>  fonction  de />,  devient 

f[p>l]-^'P'f'[P,-^----^ 

j'écris  simplement /'(/;)  pour  désigner  la  fonction  prime  ih/( p,q\ 
prise  relativement  l\p  seul,  q  étant  regardée  comme  constante.  Substi- 
tuons maintenant  x  +  i  pour  x  dans  q;  la  fonction /(/;,  q)  deviendra 

|)arcillement 

f[P>'])-^'<l'f'iq]+--, 

oii/((7)  représente  la  fonction  prime  de/[p,  q),  prise  relativement  à  q 
seul,/)  étant  regardée  comme  constante.  Quant  au  terme //)'/'(/;),  il  est 
visible  que,  par  cette  nouvelle  substitution,"  il  se  trouverait  augmenté 

de  termes  multipliés  par  r,  P, Ainsi  les  deux  premiers  termes  de 

la  série  provenant  du  développement  (\c/{p,q),  après  la  substitution 
de  X  +  i  pour  x,  seront  simplement 

de  sorte  qu'on  aura 

r' =  p'f'{p)-^  g' /'[<])• 

Si  y  était  une  fonction  de  p,  q,  r,  représentée  par/  p,  q,  r:,  on  trou- 
verait de  la  même  manière 

y'  =  p'f'[p]  +  q'f'[q)  +  '•'/'('•). 

et  ainsi  de  suite. 

D'où  il  est  aisé  de  tirer  celle  conclusion  générale,  que  la  fonction 
prime  d'une  fonction  composée  de  dilïérentes  fonctions  particulières 
sera  la  somme  des  fonctions  primes  relatives  à  cliacune  de  ces  mêmes 
fonctions,  considérées  séparément  et  indépendamment  l'une  de  l'autre. 

Ce  principe,  combiné  avec  le  précédent,  suffira  pour  trouver  les 
fonctions  primes  de  toutes  sortes  de  fonctions,  ainsi  que  les  autres 
fonctions  dérivées  des  ordres  supérieurs.  > 
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Ainsi,  en  supposant  X  une  fonction  quelconque  de  a-,  les  fonctions 
primes  de 


seront 


X™,        IX,        a    ,  <\n\,  cosX, 


mX"'-'X',  ^»  a     X'l«,  X'cosX,  — X'sinX,    ..., 


et  leurs  fonctions  secondes 

/HX'"--'X"-h/H(/32-i;X"'--X'2,     ^_^,     rt■^X"lrt-i-a^X'2{la)•^ 
X"cosX— X'-sinX,     —  X"  sinX  — X'- cosX,     ..., 
et  ainsi  de  suite. 

17.  Mais  la  fonction  y  pourrait  n'être  donnée  que  par  une  équation 
quelconque  entre  x  et  j. 

Représentons  cette  équation,  en  général,  par  F(j:,j)  =  o;  on  aura, 
par  la  résolution,  y  égal  à  une  certaine  fonction  de  x,  qu'on  pourra 
désigner  par/(ir),  de  sorte  que,  en  substituant /(a:)  pour  y  dans  la 
fonction  Y[x,y),  elle  deviendra  F[x,/(j?)],  fonction  de  x  seul  que 
nous  désignerons  par  o[x).  Cette  fonction  o{x)  devra  donc  être  nulle 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Donc  elle  le  sera  aussi  en  mettant. r-i-  / 
pour  X,  quelle  que  soit  la  valeur  de  /.  Mais,  par  cette  substitution, 
cp(^)  devient 

oix]  -\-  i  o' [X]  ^, c,\x]  -\-  . .  .; 

donc,  pour  que  i  puisse  être  une  quantité  quelconque,  il  faudra  que 
l'on  ait  séparément  les  équations 

dont  la  première  est  l'équation  donnée,  la  seconde  est  sa  fonction 
prime,  la  troisième  sa  fonction  seconde,  etc. 

Or,  puisque  (p(^)  =  F[a;,/(x)]  =  F(j:,  j),  '^'[x)  sera  la  fonction 
prime  de  Y[x,y),  y  étant  regardée  comme  fonction  de  x,  et,  par  le 
principe  établi  dans  le  numéro  précédent,  cette  fonction  prime  sera 


X 
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exprimée  par  V'{x) -\-y'¥'{y),  en  désignant  par  l""(.i')  et  F'(  v)  les  loiic- 
lions  primes  de  la  fonction  ¥{cc,y),  prises  relativement  à  .r  seul  et  à  y 
seul. 

Donc  l'équation  F(.r,  v)  =  o  donnera 

d'où  l'on  lire 

^  ~     F'(r) 

Ayant  ainsi  la  valeur  de  la  f'onelion  prime  y'  en  fonetion  de  x  et  >', 
on  aura  celle  de  j"  en  prenant  la  fonction  prime  de  celte  fonction,  et 
ainsi  de  suite. 

11  résulte  de  l'analyse  précédente  ce  principe  : 

Lorsqu'on  a  une  é(juation  quelconque  entre  deux  variables  a-,  v. 
l'équation  subsistera  encore  entre  les  fonctions  primes  de  tous  ses 
termes,  ainsi  qu'entre  leurs  fonctions  secondes,  etc.  Nous  appellerons 
ces  nouvelles  équations  équations  dérivées,  et  en  particulier  équations 
primes,  équations  secondes,  etc.,  celles  qu'on  obtient  en  prenant  les 
fonctions  primes,  secondes,  etc. 

Si  l'équation  ne  contenait  qu'une  seule  variable  qui  dût  demeurer 
indéterminée,  ce  qui  a  lieu  dans  les  équations  identiques,  le  même 
principe  subsisterait,  et  l'on  aurait  également  une  équation  prin)e, 
une  équation  seconde,  etc.,  qui  seraient  aussi  identiques. 

Les  Leçons  IH,  IV,  V,  VI  et  VII  sur  le  Calcul  des  fonctions  renferment 
un  commentaire  sur  les  principaux  points  que  nous  venons  de  traiter 
dans  ce  Cbapitre;  on  y  trouvera  des  développements  utiles  et  impor- 
tants et  des  applications  nouvelles. 
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CHAPITRE  IV. 


DIGRESSION  SUR  LA  MANMIiRE  DE  DEDUIRE  LES  SÉRIES  QUI  EXPRIMENT  LES 
EXPONENTIELLES,  LES  LOG.VRITIIMES ,  LES  SINUS,  COSINUS  ET  LES  ARCS 
DE    SIMPLES    CONSIDÉR.VTIONS    ALGÉBRIQUES. 


18.  Les  séries  qui  représentent  les  quantités  exponentielles  et  loga- 
rithmiques, ainsi  que  les  sinus  et  les  cosinus,  ont  été  trouvées  d'abord 
par  le  Calcul  différentiel.  Halley  est,  je  crois,  le  premier  qui  ait  ima- 
giné de  déduire  celles  des  exponentielles  et  des  logarithmes  de  la  for- 
mule de  Newton  pour  les  puissances  du  binôme  (Transactions  ///li/o- 
sop/iiqucs,  n°  216),  en  employant  la  considération  de  l'infini  ou  de 
l'infiniment  petit.  Cette  méthode  a  été  suivie  par  Euler  et  étendue  aux 
sinus  et  cosinus  dans  les  Chapitres  VII  et  VIII  du  premier  Tome  de 
son  ïntroduclio  in  Ana/jsin,  etc.  Mais,  quoiqu'elle  puisse  être  admise 
en  Analyse,  on  ne  saurait  disconvenir  qu'elle  n'a  pas  l'évidence  ni 
même  la  rigueur  qu'on  doit  désirer  dans  les  éléments  d'une  science, 
et  nous  croyons  qu'on  nous  saura  gré  de  nous  écarter  ici  un  moment 
de  notre  marche  pour  donner  une  démonstration  des  mêmes  formules, 
fondée  aussi  uniquement  sur  celle  du  binôme,  mais  dégagée  de  toute 
considération  de  l'infini.  Nous  donnerons  même  à  ces  formules  une 
généralisation  qui  servira  à  rendre  les  séries  aussi  convergentes  qu'on 
voudra  dans  tous  les  cas. 

Considérons  l'équation  générale 

r  —  «S 

dans  laquelle  x  est  le  logarithme  de  y  pour  la  base  a;  mettons  à  la 
place  de  rt,  i  H-  a  —  i,  ce  qui  est  la  même  chose,  et  ensuite  à  la  place 
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(le  ij  -+-a  —  i)-',  [(i  -ha—  i)"]",  oc  qui  est  encore  la  même  eliose  (]iic 
n"^;  on  aura 

>•  =  [(•  +  «-•)"]". 

/;  étant  une  quantité  quelconque  qui  disparait  d'elle-même  dans  la 
valeur  de  y. 

Je  développe  maintenant  le  binôme  {\  +  a  —  t)"  dans  la  série 

,           ,       n' n  —  I J  ,           , ,       n[n  —  i )  ( «  —  -2 }  ,  , , 

i-i-re(a— i)-i-  —^ [a  —  i)-^ -h -^ ^^ '- {a  —  i]^ -h . .  ., 

et  j'ordonne  les  termes  suivant  les  puissances  de  n;  j'aurai 

(1  +  a  —  i)"  =  i-H  A/n-  Bn=  +  .  . ., 

les  coefficients  A,  B,  . . .  étant  donnés  en  a,  et  il  est  aisé  de  voir  (|u'()n 
aura  d'abord 


cette  quantité  A  étant  la  même  que  celle  du  n"  1 1  ;  à  l'égard  des  autres 
coefficients,  nous  n'aurons  pas  besoin  de  les  chercher,  puisqu'ils  dis- 
paraîtront du  calcul,  comme  on  va  le  voir. 
Faisant  cette  substitution,  nous  aurons 

_)•  =   I  -I-  A  n  -)-  B«-  H- . .  ■  )", 
et,  développant  à  la  manière  du  binôme,  il  viendra 

r  =  i  -i-  -?A«-r-  IJn--i-..  .^  -h  ^  '^"~"   1  A«  +  BH--+-. .  .)•- 

H ^   An  +B/i--t-.  ..'  +  •••. 

savoir,  en  effaçant  les  puissances  de  n  communes  aux  numérateurs  et 
aux  dénominateurs, 

j=H-ar(A-4-Bre4-...)4-  ^''^~ — -(A-l-B«  +  ..  .)- 

xix  —  n"'  [x  —  0.11]  .  .       „  ,, 

H ^   A  +  Bn-h..  .  '-t- 

1.6 
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Maintenant,  comme  la  quaiUité  n  est  arbitraire  et  doit,  par  la  nature 
même  de  la  fonction  /,  disparaître  de  l'expression  de  cette  fonction, 
il  faudra  que  tous  les  termes  multipliés  par  chaque  puissance  de  n  se 
détruisent  mutuellement.  Ne  tenant  donc  aucun  compte  de  ces  termes, 
qui  doivent  dispai'aitre  d'eux-mêmes  quel  que  soit  n,  on  aura  sim- 
plement 

^•=«-^=1  +  ^A  H 1 —  -; , 

2  l.i 

comme  plus  haut  (n°  11  ). 

19.  Cherchons  de  la  même  manière  la  valeur  de  r  en  j.  Pour  cela, 
nous  mettrons  l'équation  a-^=j  sous  la  forme 

qui  est  identique  avec  la  précédente,  et  où  n  est  encore  une  quantité 
quelconque  à  volonté,  qui  ne  doit  point  entrer  dans  la  valeur  de  x 
enj. 

Développant  les  deux  membres  à  la  manière  du  binôme,  on  aura 

,       nxnx  —  i)  ,„       nx[nx  —  \\'\nx  — 1\  , 

i^  nx\a  —  \]-{ irt  —  I  =H -^ ^   rt  —  i^  -f-.  .  . 

,  .        n{n  —  i]  ,  ,  „       «  '  n.  —  r  ;  R  —  2  )  ,  _ 

savoir,  en  effaçant  l'unité  de  part  et  d'autre  et  divisant  par  n. 


■x[nx  —  ') /■„       ,\o  ,    ^[nx  —  i](nx  —  2) 


x{a~i)-i ^ '  (0  —  1)24 ' Q- •  (a  — 1)' 


,  ^       n—i,  .„       {n  —  t)(n  —  2I,  ,, 

=  (r-')  +  -^(r->)-+^ ^73 -(r-i)'-*----- 

Or,  n  étant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  une  quantité  entièrement 
arbitraire  et  qui  ne  doit  pas  entrer  dans  l'expression  de  x  en  v,  il  faudra 
que  les  termes  multipliés  par  les  différentes  puissances  de  n  se  dé- 
truisent d'eux-mêmes,  en  sorte  qu'il  ne  reste  que  ceux  où  n  n'entrera 
pas.  On  aura  ainsi,  en  ne  tenant  compte  que  des  ternies  sans  n,  l'equa- 
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tion  suivante,  dans  laquelle  j'emploie,  pour  abréger,  la  quantité  A 

déterminée  ei-dessus, 

^A  =  (:^'-i)-i(r-i)=+{(r-i)»-..-, 

d'où  l'on  tire 

(r— >^  —  ?(r— i^'^+îf.r  — '^'  — ••  ■ 


X  =  l0g/: 


A 

formule  eonnuo  et  qui  s'accorde  avec  celle  du  n"  13,  A  étant  égal  à  Ifl. 

20.  3[ais  celle  lormule  n'est  convergente  (]ue  lorsque  le  nombre  j, 
dont  elle  donne  le  logarithme,  est  peu  dlIFérent  de  l'unité.  Aussi  n'est- 
elle  d'aucune  utilité  pour  le  calcul  des  logarithmes  ordinaires.  Voici 
un  moyen  de  la  rendre  convergente  pour  tous  les  nombres. 

Il  est  évident  que  l'équation  fondanienlale  r  =  «''  peut  se  changer 
en  celle-ci  j'"  =  rt"",  m  étant  un  nombre  quelconque  entier  ou  frac- 
tionnaire. Employant  donc  cette  dernière  formule  à  la  place  de  l'autre, 
il  n'y  aura  qu'à  changer  dans  celle-ci  y  en  y'"  et  x  en  mx.  On  aura 
ainsi,  en  général. 


102.1' 


m  A 


où  l'on  pourra  prendre  pour  m  une  fraction  -■,  telle  que  y_y  soit  tou- 
jours un  nombre  aussi  peu  différent  de  l'unité  qu'on  voudra. 

Supposons,  ce  qui  est  toujours  possible,  que  la  racine  r  de  y  ne 
contienne  que  l'unité  avant  la  virgule,  et  qu'après  la  virgule  il  y  ail 
s  zéros;  alors,  si  l'on  s'arrête  à  2S  décimales,  il  est  visible  que  le  terme 
[y'"  —  i)'  et  à  plus  forte  raison  les  termes  suivants  ne  donneront  rien, 
de  sorte  qu'on  aura  simplement,  dans  ce  cas, 

r"'— I         \/r— I 

iogr=- 


m  A  A 

De  la  même  iiianiire,  on  aura  aussi,  sous  les  mêmes  conditions, 

#  _ 

A  =  1«  =  r{^a  —  i), 
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et  pai'  consé(|iieiit 

\  '  r  —  ' 
v/a  —  I 

C'est  par  cette  formule  ({ue  Briggs  a  calculé  les  premiers  loga- 
ritlimes.  Il  avait  remar({ué  qu'en  faisant  des  extractions  successives  de 
racines  carrées  d'un  nombre  quelconque,  si  l'on  s'arrête,  dans  une  de 
ces  extradions,  à  deux  fois  autant  de  décimales  qu'il  y  aura  de  zéros 
à  la  suite  de  l'unité,  lorsqu'il  n'y  a  plus  que  l'unité  avant  la  virgule, 
la  partie  décimale  do  celle  racine  se  trouve  toujours  la  moitié  de  celle 
de  la  racine  précédente,  en  sorte  que  ces  parties  décimales  ont  entre, 
elles  le  même  rapport  que  les  logarithmes  des  racines  mêmes;  c'est  ce 
qui  résulte  évidemment  des  formules  précédentes. 

Ainsi,  en  prenant  r  =  2"",  on  trouve,  pour  a  =  10, 

y/«  =  1 ,00000  00000  00000  ooir)C)  7  I  'J4?.  o8ia5  So'ïi'j, 
—  =  0,00000  00000  00000  00086  7361  7  3798840354, 

de  sorte  que 

I  I  88736.73798840354  ..-,  ,,u  o    K  '  •  I-. 

-  7^= ■= — /     o     rc  g      =0)4M'^9  44^'9  o3-25i...=  -r-=^  =  loge. 

I    yrt_i        i997i74-iobr255o5'27         't  t  „- t-t     j  A       Irt 

Si  maintenant  on  veut  avoir,  par  exemple,  le  logarithme  de  3,  on 
feraj'=3,  et,  employant  de  même  (io  extractions  de  racines  carrées, 
on  trouvera 

\/y  :=  i , 00000  00000  00000  ooo()5  îSg'i'i  64074  58g3i . . . , 

et  de  là 

,  vr— I         q5?.894'264o7458q3>,.  . .  ,  rf        ra 

logr=  y^ =  - —   ,    1,    --  g =0.477'^  '2547  '9t''î'- 

^-^       Ç/a_,        1997 1 74-2081  ■2;k)o5'27... 

Cette  méthode  est,  comme  l'on  voit,  très-laborieuse,  par  le  grand 
nombre  d'extractions  de  racines  qu'elle  demande  pour  avoir  un  résultai 
I\.  7 
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en  plusieurs  décimales;  mais  la  formule  générale  que  nous  avons 
donnée  ei-dessus  pour  l'expression  de  .r  en  )'  sert  à  la  simplifier  el  à 
l;i  conipléler,  c<\v ,  (juel  que  soit  le  nondti'e  >-,  il  sullira  d'en  extraire 
(|uel(jues  racines  carrées,  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  noud)re  y'" 
ou  y  >',  qui  n'ait  (|ue  l'unité  avant  la  virgule;  alors  les  puissances  de 
v"'— I  seront  des  fractions  d'aulaul  plus  petites  qu'elles  seront  plus 
liantes,  et,  par  cousé(|uent,  la  série  deviendra  assez  convergente  pour 
(ju'il  sullise  d'en  prendre  un  petit  nonihre  de  termes. 


21.  On  peut  appliquer  la  méthode  piécédenle  à  la  recherche  des 
séries  ((ui  expriment  le  sinus  par  l'are  ou  l'arc  par  le  sinus,  et  pour 
les(|uelles  on  eiupldie  aussi  comme  l'a  l'ait  Euler  dans  le  même  Ou- 
vrage   la  considération  de  l'intiniment  i)etit  et  de  l'intini. 

Kn  cflet,  en  partant  de  la  formule  coniiue  pour  la  multiplication 

des  angles 

cos/tx  H-  sin/ijr\/  — I  =^  (cos^  -+-  sinjcy  —  i  )". 

on  a  récipr(i(jnement 

cos^-  +  siiixy,  —  I  =;  (cos«x  -1-  sinrajry  —  1  )", 

oii  le  nomhre  n  peut  être  quelconque. 

Maintenant,  quelle  que  soit  l'expression  de  sina-  en  série  de  l'arc  x, 
elle  ne  peut  être  que  de  la  forme  A.r  -f-  Bx-  -f- . . . ,  car,  puisque  le  sinus 
devient  nul  lorsque  l'arc  est  nul.  il  (>st  visihle  que  cette  expression  ne 
doit  conliuir  aucun  terme  sans  .r.  Or,  comme  cos.z'  =  V'  ~  sin-a:,  on 
aura 


cosa-  =  y'i  —  A.-X'- —  aAJij;^  —  .  .  .  r=  I 

Les  coefticients  A,  H.  ...  sont  censés  indépendants  de  l'arc  .r;  [)ar 
consé(|uent,  lisseront  les  mêmes  pour  loul  autre  arc.  Siihsiiluaut  donc 
nx  pour  X,  on  aura  pareillement 


sinwj:  =  «Ax  +  n-ïix-  -h . 


n-  tV-x- 
et     cosn.r  =  i  — h  ■ 
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Donc  l'équation  précédente  tleviendra 


cosjT  -h  sinx\  -- 1  =     I  -+-  /(  A  jTy  —  1 


,r-{B,-,-^y^-  +  ...J. 


Développons  le  second  nicnihrc  ii  la  manière  du  binônie,  en  faisant, 
pour  abréger, 

A-\     . 


X  =  A X V  —  I  +  /il  B y  —  I 
on  aura 

I  ,    .r ,       I  —  n  ■    -, ,        {i  —  n){i  —  2 «  1  ,    „ , , 

COSa-  ^SinAv  — l  =  H IrtAH —  I /iXl-H r. ; i  n\l'  — ... 

«  n-  i.i.n^ 

2  -2.6 

Comme  les  valeurs  de  sina;  et  de  cos.r  doivent  être  indépendantes 
du  nombre  arbitraire  n,  il  s'ensuit  que  tous  les  termes  du  second 
membre  qui  se  trouveront  multipliés  par  une  même  puissance  de  /; 
doivent  se  détruire  d'eux-mêmes.  Ne  tenant  donc  compte  (]ue  des 
termes  où  n  ne  se  trouvera  pas  après  le  développement,  il  est  aisé  de 
voir  que  la  quantité  X  se  réduira  à  son  premier  terme  \x\  -  i,  et  que 
les  coefficients  des  puissances  de  X  se  réduiront  à  i,  -•>  —^.^  ■■■■>  de 
sorte  que  l'on  aura  simplement 

cosjr  +  sinx\— i  =  i  +  A.z'V  —  iH —  (Axy-^ij'H {\x\  —i  )'  -î-    ... 

En  effectuant  les  puissances  de  y  —  i,  et  comparant  les  parties  réelles 
des  deux  membres  ensemble  et  les  imaginaires  ensemble,  on  aura 

A^x^  \'x-' 

sm  X  =  Ax- 


.3        2.3.4.5 

A-x-  A^x* 

cosx=    I h    — 5-7 

2  2.3.4 


22.   Pour, avoir  de  même  la  valeur  de  .r  en  sinus  et  cosinus  de  .f,  il 
n'v  aura  (ju'à  re[)rendre  la  formule  fondamentale 

coanx  -+■  siii/txv  —1  =  (ci'sx  +  sina;^— 1  )", 
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dans  laquelle  on  mettra,  à  la  place  de  sinn.z-  et  cosw.r,  leurs  valeurs 

en  série  riXx-h  n-Bi-  +  .. ..  i  —  ~—^ i~...,ctron  déveloitpcia  la 

puissance  n  du  second  uienihre.  On  aura  ainsi 

I  -i-  n  A X y  —  1  -T-  H-  (  B y  —  1  —  ^ —  ]  x-  -t- .  . . 


[sinx 
I  -f-  n » 
cosar  * 


n(n  —  i)  /sin^r 
■1         \cosj: 


Or 


donc 


cos"a.- 1^   I  —  sin-x)'-=r  i sin-^ï  -\ ^^ ^^ — '■  sin'x  — . . . . 

'  1  2.4 

Substituant  ces  valeurs,  la  quantité  n  ne  se  trouvera  plus  (jue  dans  les 
eocflicients,  et,  ordonnant  les  tenues  suivant  les  puissances  do  cette 
(juanlité,  le  second  membre  deviendra  de  celte  foime  i  +  rtP+n-Q-t-.... 
en  faisant,  pour  abréger, 

P:^  tanga7\/— I— 5(iangx\/—  i  j'-i- J^ (tang j: y  — 1  )'—...— isin^x—  |  sin'^c  —  ô  sin'''.r- 
Q=i(iangx\  — 1  j--h.'..; 

ell'aeanl  l'unité  des  deux  membres  et  divisant  toute  l'éciuaticui  [lar  //, 
elle  deviendra 

Aarv~i  -l-nfBv'—  ' jx^-h.  .  .  =  P  -(-  «Q  +. .  ., 

et,  comme  elle  doit  avoir  lieu  indépendamment  de  la  quantité  n,  tjui 
doit  demeurer  indéterminée,  il  faudra  que  les  termes  qui  contiennent 
les  différentes  i)uissances  de  n  se  détruisent  d'eux-mêmes,  ce  (|ui  la 
réduira  d'abord  ii  A.r\/—  i  =  P,  savoir,  eu  devcluppaul  les  puissances 
de  taniçry  —  i, 

Ax\,/—i=:  i  langJT—  Jlang'ar  +  ilang^x  — . . .    \  —  1 

-(-ilang^x  — {  iang>j-+ i  lang"a:  — . . .  , 

—  ^sin-jT  —  fsin' x  —  jsin''a;  —  . . . . 
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Comme  on  peut  prondie  le  radical  v  —  i  en  plus  ou  en  moins,  il  est 
visible  qu'en  le  prenant  successivement  en  plus  et  en  moins,  et  sous- 
trayant les  deux  équations  l'une  di;  l'antre,  on  aura,  après  avoii-  divisé 

par  2A\  —  I , 

langa-  —  ^Ifns'J"-!- Alang^x  —  . . . 


A 

Au  reste,  il  est  visible  ([ue  l'équation  trouvée  au  n"  21, 

rosx  —  sinjry  —  I  z=  I  -H  Ary  —  I  H —  (Ax\  —  i  /h 5(  Axy  —  i  1  ' -i-  . . . , 

se  réduit  directement  à  celle-ci 

cosj:  -t-  sinxy  —  I  =  a'">'  ', 

parla  formule  du  n"  11,  en  prenant  pour  a  une  quantité  dépendante 
de  A,  comme  nous  l'avons  déterminée  dans  ce  même  endroit,  c'est-à- 
dire  en  sorte  que  a  =  e\  e  étant  un  nombre  donné  qui  l'st  la  base  des 
logaritlimes  hyperboliques. 

De  cette  formule  on  lire  tout  de  suite,  en  prenant  le  radical  en  plus 
et  ensuite  en  moins,  les  expressions  connues  de  sinx,  cosr  en  expo- 
nentielles imaginaires. 


•iy  —  I 

et,  passant  des  exponentielles  aux  logarithmes, 

xl«y^^=  1  cosjT-t-  sinxy  —I    =  1  coso-  -i-  I!  I  -I-  langJTy  —  i  ,', 

ou  bien,  en  prenant  successivement  le  radical  en  plus  et  en  moins,  et 
soustrayant  une  équaliou  de  l'autre. 


Irt 


I  -r-  langxy— I 


I     I  —  ung-ry  —  I 


«l'où  l'on  peut  déduire  les  séries  trouvées  oi-dessus  en  employant  les 
développements  des  exponentielles  et  des  logarithmes  exposés  dans 
les  n"*  18  et  19. 
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Mais  il  y  a  ici  une  leinannic  importante  à  faire  :  c'est  que,  dans  les 
ronnulcs  que  nous  venons  de  trouver,  la  quantité  A,  ainsi  que  o,  étant 
ail)itraire,  le  système  de  logarithmes  peut  être  pris  à  volonté,  au  lieu 
(jue,  dans  les  formules  ordinaires  relatives  aux  arcs  de  cercle,  le  mo- 
dule  '-  est  égal  à  l'unité,  ce  qui  donne  pour  la  Itase  le  nombre  e.  dont 

le  logaiillime  hyperbolique  est  l'unité.  Ainsi  celles-ci  ne  sont  (ju'un 
cas  particulier  de  celles  que  nous  avons  trouvées,  mais  cette  particu- 
larisalion  est  nécessaire  pour  qu'elles  soient  applicables  au  cercle, 
nuume  nous  Talions  démontrer. 

^3.  Tout  se  réduit  à  prouver  que  dans  l'expression  de  sina;  en  série 
\r  piemier  terme  doit  être  simplement  x,  au  lieu  que  nous  l'avons  sup- 
posé en  général  \x  (n°  21).  En  employant  la  -considération  des  infi- 
niment petits,  cela  est  évident,  car  on  voit  que,  dans  le  cercle,  le 
sinus,  à  mesure  qu'il  diminue,  s'approche  de  plus  en  plus  de  l'arc, 
jusqu'à  s'y  confondre  dans  l'intiniment  petit.  Ainsi,  en  supposant 
l'arc  r  infiniment  petit,  on  a  sin  j-  =  x;  par  conséquent,  A  =  i. 

.Mais,  comme  nous  avons  cherché  à  rendre  notre  analyse  indépen- 
dante de  la  considération  des  infiniment  petits,  nous  devons  aussi  en 
alIVanchir  la  démonstration  du  point  dont  il  s'agit. 

Pour  cela,  nous  ne  supposerons  que  le  principe,  établi  par  Aiclii- 
mède,  que  le  sinus,  qui  est  la  moitié  de  la  corde  de  l'arc  double,  est 
moindre  (|ue  l'arc  auquel  il  répond,  et  que  la  tangente  est  plus  grande 
que  ce  même  arc.  Nous  aurons  ainsi 

sinx<;x     cl     taiigx>.:r; 
or,  coniiiii' 


el  de  là     sinjr>  - 

\   1  —  Sill-X  y'  1  -t-  X- 

Kmpiityaiit  dune  l'expression  de  siuj:  en  série  trouvée  dans  le  n"  21, 
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il  faudra  que  l'on  ail,  (|iiel(|iic  petit  iiiic  soit  l'arc  .v. 


Ajt  — 


\3X^ 


\^x^ 


2.3  2.3.4 -5 

Donc  aussi,  en  divisant  par  x, 

A^x-^  \-x^ 

2.3  2.3.4.5 

(loninie 


\/l  -h  X- 


.<:x,  > 


V  1  -+-  X- 


.',     > 


y  I  +  jr- 


el      y  I  -+-  j:-  >  I , 


il  est  clair  que 


> 


et  en  même  temps  on  voit  que 


—  >  I  —  x-, 


car  la  différence  est :;  ainsi  la  (luantité  (lui  est  plus  i^ramlc  (uic 

I  H-  .r-  '  '  '  '  ' 

-^=^=  sera  à  plus  forte  raison  plus  jurande  que  i  — x',  de  soite  qu'on 
V  I  4-  X- 

pourra  réduire  l'espèce  d'équation  d'inégalité  ci-dessus  à  cette  forme 


^TT  "^  2.3.4.5  -•••'^''     >' 


\-.r'-        . 
Or,  en   prenant  .r  tel  (ine  -^^^  soit  •<  i ,  il  est  visible  (jue   la  série 


A- 


\Kv- 


—   sera  convergente  et  <.V,  mais  >A—  '~  j  ■>  pî>i'*'< 


qu'en  ajoutant  ensemhie  le  second  et  le  troisième  terme,  le  (|natrii'mc 
et  le  cinquième,  et  ainsi  de  suite,  on  n'aura  (|ue  des  ((uantités  toutes 
négatives,  et  qu'au  contraire,  en  ajoutant  le  troisième  et  le  (|Uiitri('me. 
le  cinquième  et  le  sixième,  etc.,  on   n'aura   (|ue  des  quantités  toutes 
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|»osilives.  Dune,  x  olaiil  supposé  <  -.  »  on  aura,  à  plus  lorti'  raison. 


par  consi'ciut'iit. 


A  —  ^^-  <  I     el     A  >  1  —  x-  ; 
1.6 


A  >  I  —  or-    et     <  1  H V  ' 

2.Î 


ce  c|ui  (Icvanl  avoir  lieu  ()ii('l(|ui'  petite  (|ue  soit  la  valeur  de  .v,  il 
>.'eusuil  que  l'on  aura  néeessaireinenl  A=  i.  Kn  ell'et,  si  A  =  i-i-/, 
/  t'Iaut  une  (|uantité  quelconque  tiès-pelile  positive,  il  n'y  aurait  qu'à 

iirendre  .c  tel  (lue  — 5- < '.  t't  alors  la  eontlition  de  A  <"  i -f- ^ — r- 
'  '2.3  ^  2 .  ,i 

n'auiait  plus  lieu.  De  même,  si  A  =  i — «,  il  n'y  aurait  (|u'a  j)reu(lre 
r'-></,  el  l'autre  eondition  A>  1  —  x-  serait  ei»  ilélaut.  Doue  on  a  né- 
cessairement A  =  i  dans  le  cercle;  par  conséquent,  a=^(',  nombre  dont 
le  loj;aritliMie  liyperl)oli(|ue  est  l'unité  (n"  12],  ce  (|ui  t'ait  rentrer  nos 
t'ormules  dans  les  l'oruuiles  connues  pour  les  fonctions  circulaires. 
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CHAPITRE  V. 


DU  DEVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  LOUSQU  ON  DONNE  A  LA  VAULVBLE  UNE  VALEIK 
DÉTERMINÉE.  CAS  DANS  LESQUELS  LA  RÈGLE  GÉNÉRALE  EST  EN  DÉFAUT.  DES 
V.VLEURS  DES  FRACTIONS  DONT  LE  NUMÉRATEUR  ET  LE  DÉNOMINATEUR  s'eVA- 

nouissent  en  même  temps.  des  cas  singuliers  ou  le  développement  de  la 
fonction  ne  procède  pas  suivant  les  puissances  positives  et  entières  de 
l'accroissement  de  la  VARIARLE. 


24.  Les  métliodes  que  nous  venons  de  donner  pour  le  développe- 
ment de  la  fonction /i a- +  jj  supposent  que  ce  développement  est  de 
la  forme 

il  est  donc  nécessaire,  avant  d'aller  plus  loin,  d'examiner  (|uand  et 
comment  cette  forriie  pourrait  être  en  défaut. 

Nous  avons  déjà  démontré  plus  haut  (n°  2)  que  cela  ne  peut  arriver 
que  lorsqu'on  donnera  à  j:  une  valeur  déterminée  telle  qu'elle  fasse 
disparaître  dans  la  fonction /(j:-)  et  dans  toutes  ses  dérivées  quehjues 
radicaux.  Or  un  radical  ne  peut  disparaître  dans  une  fonction  que  île 
deux  manières,  ou  parce  que  la  quantité  qui  multiplie  le  radical  devient 
nulle,  ou  parce  que  le  radical  lui-même  devient  nul. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  clair  que,  le  radical  disparaissant  dans 
f{x),  il  pourra  ne  pas  disparaître  dans/'(ar),/"(jr),  . . . ,  ou  bien  ([uc 
disparaissant  à  la  fois  dans/(a;),/'(j;),  il  ne  disparaîtra  pas  dans/"(a- 1, 
/'"{x),  . . .,  et  ainsi  du  reste,  parce  que,  le  radical  acquérant  des  coefli- 
cients  différents  dans  les  fonctions  dérivées,  ces  cocHieients  ne  .peuvent 
pas  devenir  tous  nuls  par  lu  même  valeur  supposée  de  la  vaiialile. 
IX.  » 
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Dans  lo  second  cas,  au  contraire,  il  est  évident  que  le  radical  dispa- 
lailra  nécessairement  dans  toutes  les  fonctions /( a;), /'(jr),/"( a*),  ...  à 
rinlini,  puisque  c'est  la  quantité  radicale  elle-niènie  (|ui  est  supposée 
s'évanouir  pour  une  valeur  donnée  de  la  variable  x.  Mais,  l'évanouisse- 
ment tlu  radical  ne  pouvant  plus  avoir  lieu  dans  la  foiiclion/  x -h  i  . 
iiii  l'est  une  (juantilé  indéterminée  et  indc[iendante  de  .v,  il  s'ensuit 
que  la  série 

(|ui  représente  le  développeniml  de  celte  l'onction,  deviendra  fautive 
par  l'absence  du  radical  qu'elle  doit  contenir. 

Donc  cette  série  sera  légitime  dans  le  premier  cas  et  ne  le  sera  pas 
dans  le  second. 

25.  Soient  v=y",j:,  et  par  conséquent,  en  prenant  les  fonctions  prime, 

seconde,  etc.,  v '=_/'( j;,^>''  ==_/"( ar) Supposons  que,  pour  une  va- 

li'ur  donnée  de  j-,  il  disparaisse  dansy'(a;)  un  radical,  lequel  ne  dispa- 
raisse pas  dans/\a?;;  il  est  clair  que,  pour  celte  valeur  de  .r,  la  fonc- 
tion /'  .V ;  devra  avoir  un  plus  grand  nombre  de  valeurs  différentes 
que  la  fonction/"  r  ,  à  raison  du  radical  (|ui  se  trouve  dans/  r)  et  qui 
a  dis|)aru  dans/  x  ,  d'où  il  s'ensuit  que  la  valeur  de  v'  ne  pourra  pas 
elre  donnée  par  une  fonction  de  .r  ct/(|ui  ne  contiendrait  pas  ce  ra- 
dical. Cependant,  si  dans  Vi'qoàùon  y  =/[œ)  on  détruit  ce  même 
radical  par  l'élévation  aux  puissances,  et  que  l'équation  résullanle  soit 
représentée  par  F  a-,  v)  =  o,  son  équation  prime  donnera  générale- 
ment, conime  nous  l'avons  vu  au  n"  17, 

F'iX) 

iJonc  cette  expression  sera  en  défaut  dans  le  cas  où  l'on  donnerait  à  -r 
la  valeur  en  question,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  (|u'autant  que  les  quan- 
tités F'\x}  et  V'iyj  seront  l'une  et  l'aiitri'  nulles  à  la  fois.  Ainsi,  dans 
le  cas  dont  il  s'agit,  l'expi'ession  de  i  '  deviendra  égale  à  zéro  divisé  par 
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zéro,  et  récipiHxiucinont,  lors(|iR'  cela  arrivera,  ce  sera  une  marque  que 
la  valeur  eorrespondante  do  x  aura  délruil  dans/ia- '  un  radical  sans 
le  détruire  dans/"(  ,r  . 

l'our  avoir  dans  ce  cas  la  valeur  dey',  il  ne  suffîra  donc  pas  de  s'ar- 
rêter à  l'équation  prime  de  F(a;,  v)  =  o,  laquelle,  étant 

_)-'F'(jl  -+■  F'(.r'  =  (), 

aui'a  lieu  d'elle-même,  indépendamment  de  la  valeur  de  j';  mais  il 
faudra  passer  à  l'équation  seconde,  (pi'on  trouvera  par  les  mêmes 
règles  de  cette  forme 

r"  F'(j)  -t-r"  F"(j)  -+-  aj»-'  F"lj)  (^)  -•-  F"^^'  =  o, 

en  désignant  par  F"(j)  et  ¥"{x)  les  fonctions  primes  de  F'(v)  et  F'(^), 
prises  la  première  relativement  à  >' seul  et  la  seconde  relativement  ;i 
X  seul,  c'est-à-dire  les  fonctions  secondes  de  F(r,  x)  prises  relative- 
ment aux  mêmes  variables  isolées,  et  par  Y"{y){x)  la  fonction  prime 
de  F'i  y)  prise  relativement  à  x  ou  la  fonction  prime  de  F'(^)  prise 
relativement  à  y  ces  deux  fonctions  étant  la  même  chose,  comme  il  est 
facile  de  s'en  convaincre  et  comme  nous  le  démontrerons  ]dus  bas, 
lorsque  nous  traiterons  des  fonctions  de  plusieurs  variables),  c'est-à- 
dire  la  fonction  seconde  de  F(y,  a')  prise  relativement  à  y  et  à  x. 

Celte  équation  donne  généralement  la  valeur  de  v";  mais,  dans  le 
cas  proposé,  la  quantité-F'i  y_)  devenant  nulle,  le  terme  qui  contient  y' 
disparaîtra  et  ré(|ualion  restante  sera  une  équation  du  second  degré 
en  y',  pai-  hupudle  on  déterminera  la  valeur  de  v',  qui  sera  par  consé- 
(|ueiil  double. 

2(5.   Soit,  par  exenqile. 

f(x;  =  [jr-a)^/.r-l,, 

en  s(U'te  ([u'on  ail  re(|uation 
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on  anni 

/    .r  —  )•  =  vx  —  tu _ 

l'aisant  a=  a,  on  a 


011  Ton  voit  qiu'  le  radical  disparail  dans  la  valcui'  de  y,  mais  non  pas 
dans  celle  de  v',  en  sorte  (jiie  la  valenr  de  v  est  simple  et  celle  de  v' 
donl)le. 

.Maintenant,  si  l'on  réduit  l'équation  proposée  à  celle  forme  i-ation- 

nelle 

y-  =  {x  ~  ri]-{x  —  b  , 

et  qu'on  on  prenne  ré(|uation  prime,  on  aura 

■xjy'  ^  i'^j:  —  a]  [x  —  b]  -h  [x  —  a]-, 

d'où  l'on  tire 

IX  —  rtUjT — h^-\-(x  —  a)- 

r.  =  — ^ 

Faisant  x  =  a,  on  a  v'=  -;  passant  donc  à  l'étiuation  seconde,  on  aura 

If'-  -\-  ^.yj"  =  ^[x  —  a)  4-  2(.r  —  b\ 
Ici  x  =  a  donne,  à  cause  de  v'  =  ()  dans  ce  cas. 


9.^-'-  =  a(x  —  6)  =a(«  —  6);     donc    y'  ^  \Ja  —  b, 

comme  pins  liant. 

Il  serait  jiossilde,  au  reste,  (|iie  la  même  valenr  de  x  ipii  délriiil  les 
termes  de  l'équation  prime  détruisit  aussi  ceux  de  l'équation  seconile; 
alors  il  faudrait  |)asser  à  l'équation  tierce,  laquelle,  par  la  destruction 
des  termes  qui  conlicndraient  v"  et  v",  deviendrait  une  simple  équation 
en  v',  mais  du  trjoisii-me  degré,  et  ainsi  de  suite.  Cela  dépend  de  la 
nature  du  radical  qui  aura  été  détruit  dans  /"(a:)  et  qui  doit  être  rem- 
placé pai'  1<'  degré  de  l'équation  d'où  dé|)eiid  la  valeur'  de  v';  mais  nous 
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irtMilrerons  dans  aucun  détail  sur  ce  point  jxuir  ne  pas  trop  nous 
l'carler  de  notre  suji't. 

27.  Supposons  en  second  lieu  que  la  même  valeur  de  x  qui  l'ail 
disparaître  un  radical  dans /(a;)  le  fasse  disparaître  aussi  dans /'(a-;, 
sans  le  faire  disparaître  néanmoins- dans/"( a;);  alors  les  valeurs  corres- 
pondantes de/(.r)  et  de /'(a;)  seront  en  même  nombre,  mais  celles  de 
/"(.r)  seront  en  nombre  plus  grand.  Si  donc  on  détruit  ce  radical  dans 
l'équation  y^^fyx],  la  valeur  de  v"  qu'on  eu  déduira  se  trouvei'a  éi^aic 

à  -î  et  il  faudra  passer  aux  équations  dérivées  d'un  ordre  supérieur 
o  ' 

pour  avoir  la  valeur  de  y'. 

Soit 

r=[x  —  aY-yjx—b; 

ou  aura 

,    7       (.T  —  n]- 

y'  =zn  X  ^  a)\Jx  —  0    ■ 


•■M- 


b 


i[x  —  a)         [x—a] 

y"  =  1  y,'.r  —  h  -{ : ^  —  -^ 


six- 


!\[x  ■ 


disant  X  =  a,  on  a 


}-=ro,    j'  =  o     et    y"=zi\x  —  t>=î\'ti—  b. 
.Mais,  si  l'on  réduit  l'équation  proposée  à  cette  forme  l'atiouuelle 

y-  =  i^x  —  a  ''  I  X  —  h  , 
on  en  tirera  l'éciualion  prime 

■iyy'  ==  4 1-^  —  «;■'  i'*'  —  If  j  ^  \x  —  fl)S 
hujuelle  donne,  lorsque  x  =  a. 


■A  cause  de  v  =  o,  à  moins  qu'en  substituant  la  valeur  de  v  on  ne  di- 
vise le  tout  par  [x  —  (lY  et  qu'ensuite  on  ne  fasse  x^a,  ce  qui  don- 
nera v'=  o. 
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Passant  à  l'éiiualion  secoiiili',  on  aura 

y"-  +  yy''  -^  l^[x  —  a]-  [X  —  b)  -h  \[x  --  a)-'. 

Kaisant  or  — a,  on  aura  v'  =  (),  comme  ci-dessus.  Mais,  pour  avoir  la 
valeur  de  v".  il  t\uidra  avoir  recours  à  l'équation  tierce  et  nit'me  à  l'équa- 
tion (itiarle.  (leile-là  sera 

'\y''j'"-^.yx'"  ^  '^[^  —  «)-  +  i-}-(x  —  rt)  [x  —  b), 

(u'i  \iiu>  les  Icrnies  (lis|iaraisscul  loi'sqiie  a:  ^  a.  La  suiv;inle  sera 

-*.>■"-  +  ir'r"'-^rr"'=  1^(^  —  «)  +  i-i(.r  —  b). 

Taisant  .r  =  a,  et  par  conséquent  v-- o  et  v'  =  o,  ou  aiiia 


3j"-  =  ii[x  —  b],     )"  =  ?.v.r  —  bi=i^ti  —  b, 

eiiuniie  plus  haut. 

Nous  ne  pousserons  pas  j)Ius  loin  cette  analyse,  (|ui  d'ailleurs  n'a 
plus  (le  dil'licuité  d'après  les  principes  établis.  Nous  nous  contenterons 
(le  i(iiiar()ner  (|ue,  si  l'on  cousti'uil  la  cdiirbe  dont  x  serait  l'ahscisse 
{'{  y—J\Xj  l'ordonnée,  cette  courbe  aura  ce  (|u'oii  appelle  un  point 
multiple  dans  l'endroit  correspondant  à  la  valeui'  donnée  de  x  (|ui  fera 
disparaihc  un  radical  dans  J\x)  sans  le  f'aiic  disparaître  eu  luéuie 
lem|)s  (lans/'(a;),  qu'elle  aui'a  un  point  d'attouclienn'ul  si  la  même 
valeur  de  .r  (ait  disparaître  à  la  fois  le  radical  dans/(.r)  et  dans  /'(a;), 
<|ue  ce  sera  un  point  d'oscnlatiou  si  le  radical  disparaît  en  même  temps 
dans/"{a:),  et  ainsi  de  suite.  On  en  verra  la  raison  lois(|ue  nousappli- 
(|uerons  la  théorie  des  fonctions  ii  celle  des  courbes. 

28.  A  l'occasion  de  la  dilficulté  (|ue  nous  venons  de  résoudre,  nous 
allons  donner  la  lliéorie  de  la  métliode  pour  trouver  la  valeur  d'une 
fraction  dans  le  cas  oii  le  numérateur  cl  le  déiiominaleiii'  deviennent 
zeid  il  la  fois. 

Soil  -j.  '^-   une   pairille    fracliou , /(,r)  et  V{x)  étant  des   lonclions 
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lie  r,  telle  que  la  supposition  de  r  =  a  les  rende  toutes  les  deux  nulles 
à  la  fois,  et  qu'on  demande  la  yalcui'  de  eetle  Iraetion  lorsque  .r  =  «. 

On  fera  v=Tr— -5  et  par  eonséqiient  vF(j")  =/(a:;.  Hii  supposinil 

.r  =  rt,  eette  équation  se  véritic  (rrllc-mènn',  indépcndaninienl  de  la 
valeur  de  y,  qui  demeure  par  consé(|uent  indéterminée;  ainsi  elle  ne 
peut  servir  dans  eet  état  à  la  déterminafinn  de  v  lorsque  J?  =  fl.  Mais, 
en  prenant  Téqualion  pi'inie,  on  aura 

la  supposition  de  .r  —  a  tait  disparaître  le  terme  r' F(.r),  et  le  reslt-  d.' 

f  ix] 
l'équation  donne  v=  •L,,     •  S'il  arrivait  que  les  lonelioiis  primes/"  x  . 

F'(.jr)  devinssent  aussi  nulles  par  la  même  supposition,  alors  on  trou- 
verait par  le  même  principe,  en  substituant  dans  l'équation  ei-dessus 

f\x),  F[x)  pour/(,i-),  F(.r),  cette  nouvelle  expression  {ht  y,  y  —  -!^  —  ., 

et  ainsi  de  suite.  On  pourrait  aussi  la  déduire  directement  de  la  u)émc 
équation  prime,  en  considérant  que,  comme  elle  se  vérifie  de  nouveau 
d'elle-même,  elle  ne  peut  pas  servir  non  plus  à  la  détermination  de  \-. 
que  par  conséquent  il  sera  nécessaire  de  passer  à  l'équation  seconde. 

laquelle  sera 

y"  V[x)  -\-  iy'  V'[x)  +  y\"[x]  = /""(.r). 

(>omme  la  supposition  de  x^^a  rend  nulles  les  fondions  F(j:)  et  V'ix], 
les  termes  qui  contiennent  v'  et/"  s'(mi  iront  d'eux-mêmes,  et  les  termes 

i'"'X] 

restants  donneront  y—  7^77^ — :■,  comme  plus  liaul. 
I'  ^^x]  ' 

Il  n'est  pas  à  craindre  que  les  fonelions/(a.'),/'(a;),/"(a7),  ...,  V\x ], 
F'(a7),  T'{x),  ...  à  l'iuiini  puissent  devenir  nulles  en  même  temps  par 
la  supposition  de  x  —  a,  comme  ((uelques  géomèlres  paraissent  le  sup- 
poser, car,  puisque 

f\x  -f-  /;  =/(.r)  -+-  if\x]  -^  '~f"[x]  -t-. . . , 
en  l'aisant  .r  =  «.  on  aurait  /(a -1- t)  =  o.  cjucl  (|ue  soit  /,  ce  (|ui  est 
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iiiipossiblo;  il  en  serait  de  môme  de  F(.r-i-/).  Mais  il  peu!  anivci'  iiuc 
tes  l'oiiLtions  deviennent  infinies  par  la  même  supposition  de   r      a, 

ce  (lui  rendra  éi;alenient  les  IVaetions  î7i-4i  \^r-—\-'  •'■•  indéterminées: 

la  solution  de  cetle  dil'tieulté  dé[)end  de  l'examen  du  second  cas  du 
11"  21,  dont  nous  allons  nous  occuper. 

29.  Ce  cas  a  lieu  lors(|ue  la  supposition  de  a?  =  a  fait  disparaître 
dans/^-r)  un  radical  en  le  rendant  nul,  au(iuel  cas  elle  le  fera  dispa- 
raître de  même  dans  les  fonctions  dérivées;  mais,  ce  radical  restant 
dans  la  fonction _/( a- -!-«)»  '1  •'*^'t  rester  aussi  dans  le  développement 
lie  cette  fonction;  par  conséquent,  ne  pouvant  allecter  la  valeur  de  a--, 
il  faudra  qu'il  allectc  1'/,  d'oîi  il  suit  que  ce  développement  doit  con- 
lenir  nécessairement  des  puissances  irrationnelles  de  /.  Il  es!  clair,  en 
ellel,  que,  s\f{x)  contient  la  quantité  "(X,  X  étant  une  fonction  de  x 
(|ui  devient  nulle  lorsque  a:=a,  en  mettant  a?  +  «  à  la  place  de  x, 
\  deviendia 

X-4-  /X'+  -X"-4-..., 
2 

et,  faisant  a;  =  «,  on  aura  simplement  i\' -{ X"  +  ...  pour  la  valeur 

de  X,  de  soile  (jue  "\  X  deviendra 

Ç/,-(x'+ix"-....); 

dune  la  fonetion/ i.r -H /j  conliendra,  dans  le  cas  de  .r  =  <■/,  le  radical 
'\i,  ([iii  devia  par  consé(juent  se  trouver  dans  son  (lével(ip|>eiuent 
suivant  les  puissances  de  i.  Voyons  donc  ce  que  donnera  alors  le  déve- 
loppement fautif 

f[x]  -+-  if'[x]  +  —f"{x)  + 

Pour  cela,  j'observe  que  les  fonctions/'îa,- +  /  , /"(.r -l- /),  ...  sont 
également  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.,  de  la  i'on(iiony'(a:  + «'), 
soit  (|u'on  les  prenne  relativement  ii  .v,  soit  ([u'on  les  [irenne  l'elalive- 
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ment  à  i,  ce  qui  est  évident,  puisque,  en  augmentant  soitic,  soit  i  d'une 
même  quantité  quelconque,  on  a  le  même  accroissement  de  la  quantité 
.r+/.  D'où  il  suit  que  l'on  aura  également  les  valeurs  âe/'[x),/"[œ),  ..., 
quel  que  soit  .t,  en  prenaiil  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.,  de 
/{x-hi)  relativement  à  /,  et  faisant  ensuite  i  =  o. 

Or,  si  l'on  suppose  (]tie  le  développement  i]e/{x-^i)  doive  contenir, 
lorsque  x  =  a,  un  terme  afl'ecté  de  'i"\  tel  que  Ai'",  A  étant  une  fonc- 
tion de  a  et  m  n'étant  pas  un  nombre  entier  positif,  en  prenant  les 
fonctions  primes,  secondes,  etc.,  relativement  à  i,  il  faudra  que  les  dé- 
veloppements (\e/'{x -\- i),/"[.v -\- i),  ...  contiennent  les  termes  m\i"'  ' , 
mim—  i)Aj"'  -,  ...  (n"  10).  Donc,  faisant  j  =  o,  on  en  conclura  que 
les  fonctionsy'(a;),y(a?), /""(a;),  ...,  lorsque  a?  =  a,  contiendront  res- 
pectivement les  termes  Ao'",  mAo'"  ',  m.{m  —  i)Ao"'  - 

Si  m  est  un  nombre  quelconque  négatif,  il  est  clair  (jue  tous  ses 
termes  seront  infinis. 

Si  m  est  un  nombre  positif  non  entier,  soit  n  le  nombre  entier  immé- 
diatement plus  grand  que  m,  il  est  visible  que  le  terme 

m[in  —  ')■■•( '"  —  «  +  I i  A o'""" 

sera  infini,  ainsi  que  tous  les  termes  suivants,  et  (jue  tous  les  précé- 
dents seront  nuls. 

Donc,  en  général,  la  fonction /"(.r)  et  toutes  les  suivantes /""^'(a;), 
f"^-[x),  ...  à  l'infini  [n,  « -h  i ,  ...  étant  des  indices)  seront  infinies. 
n  étant  le  nombre  entier  positif  immédiatement  plus  giand  (jue  l'ex- 
posant m. 

30.   On  conclura  de  là  (iiic  le  développement 

f[x]  +  if'[x)+'-J"[x)+... 

ne  peut  devenir  fautif  pour  une  valeur  donnée  de  .r  qu'autant  qu'une 

des  fonctions /(x), /'(a), /"(a:),  ...  deviendra  infinie,  ainsi  que  toutes 

les  suivantes,  pour  cette  valeur  de  x.  Alors,  si  n  est  l'indice  de  la  pre- 

1\.  9 
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iiiii'ir  l'onclion  ((iii  doviont  infinie,  le  dévolopponKMit  dont  il  s'agit 
ili'vra  coiUcnii'  un  teinie  de  la  forme  /'",  m  étant  un  nombre  compris 
entre  //  --  i  et  ri. 

Va,  si  toutes  les  lbnetionsy"(a:-),/'(a^),y""(a),  ...  devenaient  infinies 
|ioiir  la  même  valeur  de  .r,  le  développement  de/(.r-+- /)  contiendrait 
dans  ce  cas  des  puissances  négatives  de  /. 

Pour  trouver  alors  la  vraie  forme  du  dévcloitpcnient  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  /,  il  fauilia  faire  d'alioni,  dans  la  lunelion 
/[œ-hi],  X  égal  à  la  valeur  donnée,  et  développer  ensuite  suivant  les 
puissances  croissantes  de  i  par  les  règles  connues,  en  ayant  égard  aux 
puissances  fractionnaires  ou  négatives  de  i  qui  se  trouveraient  dans  la 
fonction  même. 

Au  reste,  nous  remanjuerons  (itie,  en  faisante  =/(  a;),  et  prenant 
■V  et  V  pour  les  coordonnées  d'une  courbe,  cette  courbe  aura  dans  le 
point  où  l'une  des  fonctions  v,  v',  v",  ...  devient  infinie,  ainsi  que 
toutes  les  suivantes,  un  rebroiissemeiit  dont  l'espèce  dépendra  de  l'in- 
dice n,  pourvu  (jue  l'exposant  fractionnaire  m  ail  pour  dénominateur 
un  nombre  pair,  et  l'on  déterminera  la  nature  du  rebroussement  |)ai" 
la  forme  du  développement  i\c  f[x  -\-  i)  dans  ce  cas. 

31.   Dans  l'exemple  du  n"  27,  où 


r  —   X  —  a  \i X  —  by 

ou  voit  (|ue  la  siipitosition  de  .v -- h  détruit  le  radical  dans  )'  et  doit, 

par  eonsé(|ucnt,  le  détruire  aussi  dans  les  fonctions  dérivées  v',,v" 

Donc  le  développement 

f,x\+if'[x]+'-^f"[x)+... 
de_/(a' 4- /j,  en  supposant 


r^=fx;  =  (j:  —  rt^  \'x  —  (>, 
sera  fautif  dans  le  cas  de  a?  =  6.  En  eflel,  on  aura,  dans  ce  cas, 
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X  étanl  égal  à  b,  et  l'on  Iruuvcra  de  nit'iiie 

r"  =  »,    /"=«.     

Donc  le  développenient  iloiil  il  s'ai^it  devra  contenir  alors  un  ternie  tle 
la  forme  i'",  m  étant  entre  o  et  i . 

Soit,  en  elTet,  x^h-{-i\f\x)  deviendra  {b  ~  a-hi  \i,  de  sorte  que 
le  vrai  développement  de  cette  fonction  sera 

(6  —  «'  ^  /  -f-  /". 

32.  C'est  aussi  de  la  même  manière  qu'on  résoudra  la  diilicullé  pro- 
posée à  la  fin  du  n"  28  sur  les  fractions  qui  demeureraient  toujours 
indéterminées,  en  prenant  à  l'infini  les  fonctions  dérivées  du  numé- 
rateur et  du  dénominateur.  Nous  y  avons  vu  que  cela  ne  saurait  arriver 
que  dans  le  cas  où  la  même  valeur  de  a-  rendrait  ces  fonctions  suc- 
cessives infinies.  Il  faudra  donc  alors  supposer  x  =  a-i-i  [a  étant  la 
valeur  de  a;  qui  rend  ces  fonctions  infinies»  dans  l'expression  générale 
de  la  fraction,  réduire  ensuite  cette  expression  en  série  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  i,  et  le  premier  terme  de  la  série,  en  faisant 
/=  o,  donnera  la  valeur  cherchée  de  la  fraction  pour  le  cas  de  .r  =  a. 

Ainsi,  si  l'on  avait  la  fraction 

^x-  —  a- 

qui  devient  -  lorsque  x  =  a,  et  dont  les  fonctions  primes,  secondes,  etc., 

du  numérateur  et  du  <lrnoiuinat('ur  deviennent  toutes  infinies  par  la 
même  valeur  de  x,  en  y  mettant  a-!-/  au  lieu  de  x,  et  réduisant  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  en  série,  elle  deviendra 


2ya  I  \  I 


:         i\i  \2a        ia\/î 

\2ai  -i ^^^=  -T-  ••  • 

2  y  2a 
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(le  sorte  (lu'en  faisaiil  /  -  <>  on  aura  -^  pour  la  valeur  elicrcliée  de 

la  (laelion  lors([ue  .r  —  a. 

Kii  ell'el.  si,  suivant  la  niélhode  du  n"  28,  on  prend   les  l'onelions 
primes  du  numérateur  et  du  dénominateur,  on  aura 


i\x       is^x  —  a  sjx-  —  a- 

(juantités  qui  deviennent  infinies  lorsque  07  =  a;  mais,  en  les  multi- 


pliant l'une  et  l'autre  par  i\x  —  a,  la  nouvelle  traction  sera 


\jX  - 


\jx 


y  a: -h  a 

laquelle,  en  faisant  .»■=-«,  devient  — >  comme  plus  haut. 

Nous  avons  donc  résolu  les  dillieultés  (|ui  peuvent  se  rencontrer  dans 
le  développement  de/(a7  +  t),  et,  (jnoi(|U('  nous  n'ayons  considéré  (|ue 
des  fonctions  algébriques,  il  n'est  pas  difficile  d'étendre  nos  solutions 
aux  fonctions  transcendantes.  Comme  ces  difficultés  n'ont  lieu  que  pour 
des  valeurs  particulières  de  x,  il  est  clair  qu'elles  n'influent  en  lieu 
sur  la  tl.'éorie  des  fonctions  dérivées /'(a;), /"(a;  j,  ...;  mais  il  était 
nécessaire  de  les  examiner  et  de  donner  les  moyens  de  les  lever,  pour 
ne  laisser  aucun  nuage  sur  cette  théorie.  Fo/V aussi  la  Leçon  VIII  du 
Calcul  dcx  fonctions  (*).j 

(  *)  OEitries  de  LogniiigCy  l.  X. 
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CHAPITRE  VF. 


RÉSOLUTION  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS  EX  SÉRIES.  DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS 
EN  SÉRIES  TERMINÉES  ET  COMPOSÉES  d'aUT.VNT  DE  TERMES  01  ON  VOUDRA. 
MOYEN  d'exprimer  LES  RESTES  DEPUIS  UN  TERME  (JUELCONyUE  PROPOSÉ.  THÉO- 
RÈME NOUVEAU   SUR   CES   SÉRIES. 


33.  Nous  avons  vu  jusijirici  comment  on  peut  trouver  directement 
tous  les  termes  du  développement  de  la  fonctiony"(a7  +  i)  suivant  les 
puissances  de  i;  on  peut,  de  la  même  manière,  développer  une  fonction 
quelconque  suivant  les  puissances  ascendantes  d'une  des  variables 
contenues  dans  la  fonction. 

En  effet,  si  l'on  reprend  la  formule 

f(a:-hi]=f[x)^if\x)-h  -f'yx]  -H  — /'"(x)  +  . .  . , 

puisque  a- et  /sont  deux  quantités  indéterminées,  on  y  peut  sul)stiliier 
X  —  i'à.  la  place  de  x,  ce  qui  donnera 

f[x)  =zf^x  -  i]  +  if\x  -  i]  -H  ^f"[x  -/)+.... 

De  plus,  on  pourra  mettre  .r;  à  la  place  de  /,  et  l'on  aura 

/^x'  =f[x  —  xz'<  -H  xzf'[x  —  xz)  H -^f"\x  —  x:        .... 

où  z  est  une  quantité  arbitraire  (|uelconque. 

Ici/(a;)  représente,  comme  l'on  voit,  une  fonction  (iueic(>m|ue  dv  v. 
el/'{x  —  xz), /"{x  —  xz),  ...  représentent  les  fondions  primes,  se- 
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roiulfs,  eh'.,  dv  J\x),  en  y  sulistitiiiiiit  .t(i  --  z)  à  la  place  de  .r.  Mais, 
i|uoi(|iie /(j;  :  ne  i-eprésenle  (|ii'(iiie  lonetion  de  ,r  relativemenl  à  ses 
Iduetions  dérivées,  il  est  elair  ([u'elle  peut  re|)iésenler  en  général  une 
lonelion  queleonqne  de  a-  et  d'autres  (| nantîtes  (|ueleon(|ues,  ponrvu 
que  ces  quantités  y  soient  regardées  eoninie  eonstaiiles  dans  la  loiina- 

tion  (les  lonelions  dérivées /'^j-),/"(.r. 

Si  dans  la  formule  précédente  on  (ait  =  =  0,  ré(|ualion  devient 
iilenliiiiie  [i/[x)^/[jr),  et,  si  l'on  (aitr=  \,  la  (juantité  .z' —  .r;  s'éva- 
nouit, de  sorte  que,  si  l'on  dénote  siinplenienl  par  /',/"',/",  . . .  les  va- 
leurs des  fonclions/(.r),/'(j:-),/"(ir),  ...  l(»rs(jue  a- =  o,  on  aura 

fix]  =/-t-  xf!  -+-  Ç/"  +  .  .  . . 

Ainsi,  lorsque/;.»)  sera  une  lonelion  donnée  de  plusieurs  variables 
X,  y,  ....  il  n'y  aura  qu'à  cherelier  par  les  règles  générales  les  l'one- 
lioiis  dérivées  par  rapport  à  x  seul  et  y  l'aire  ensuite  .r=:  o;  on  aura 
tous  les  termes  du  développement  de  la  lonetion  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  x,  et  il  est  clair  (|ue  les  valeurs  des  quantités /',/".  ... 
seront  des  fonclions  de  v,  ...  sans  .r,  toutes  dérivées  de  la  tbneliiui 
primitive  suivant  une  loi  dépendante  de  la  manii're  dont  la  (jiianlité  x 
entrera  dans  celte  fonction. 

34.  On  pourrait  trouver  ce  dévelo|ipemeMt  d'une  manière  plus 
simple  en  supposant  tout  de  suite 

f[x)  =  A  -t-  Bx  -i-  Cx-  -r  Dx^  -+-..., 

A.  |{,  ('..  ...  étant  des  (]uanlilés  in(le|ieiHlanles  de  .r.  Pour  les  déter- 
miner, on  considérera  que  celte  éijuation,  devant  être  identicjue,  doit 
avoir  lieu  pour  toiiles  les  valeurs  de  x.  Donc  :  i"en  faisant  .r  =  o,  on 
;iiir;i  /"=:  A  ;  2"  Cil  prenant  les  fonctions  primes  de  tous  ses  termes 
n''' 10,  17  ,  on  aura  encore  re(|iiatioii  i(leMli(|ue. 

J"[x)  —  IJ  +  T-Cx  4-  ilix-  +.  . ., 
où,  lai.sant  de  nouveau  x  =  u,  on  aura/'  =  B;  3"  en  prenant  de  non- 
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veau  les  fonctions  primes,  on  iinra 

f"[x)  —  iC  +  i.ZDx-k-  3.4EA-2-+- . . ., 

où,  faisant  dereclief  .r  —  (^  on  aiira/"=  2C.  (lonliiiiiaiil  de  l;i  inrnic 
manière,  on  tionvera 

/"  =  •... ID,    /-■=,. 3. iE,     .... 
d'où  Ton  tire 

A-f,     B=/',     C=i/".     I)=A^/"',     •••, 

ce  qui  donnera,  par  la  subslilulion,  la  même  série  pour/(>r)  que  ei- 
dessus.  3Iais  cette  niétliode  est  moins  directe  que  la  précédente,  et  elle 
suppose  déjà  la  théorie  des  fondions  dérivées;  elle  est  d'ailleurs  moins 
rigoureuse,  en  ce  qu'elle  suppose  de  plus  qne  la  somme  de  Ions  les 
termes  affectés  de  .r  devient  nulle  lorsque  œ  =  o,  quoique  les  coelti- 
cients  de  ces  termes  augmentent  à  l'infini  dans  les  é(|uatioiis  dérivées; 
mais  le  grand  avantage  de  la  méthode  précédente  consiste  en  ce  qu'elle 
donne  le  moyen  d'arrêter  le  développement  de  la  série  à  tel  ternie  que 
l'on  voudra  et  de  juger  de  la  valeur  du  reste  de  la  série. 

Ce  problème,  l'un  des  plus  importants  de  la  théorie  des  séries,  n'a 
pas  encore  été  résolu  d'une  manière  générale.  On  pourrait,  à  la  vérité, 
le  résoudre  pour  chaque  fonction  en  particulier  par  les  mriliodes  expo- 
sées dans  le  Chapitre  premier;  mais  il  serait  impossible  de  parvenir 
par  cette  voie  à  une  solution  générale  pour  une  fonction  (juelcon(|ue. 

35.   Reprenons  donc  la  formule  générale  trouvée  ci-dessus    n"  33  1, 

f^x]  =f{x  -  xz]-+-  xzf'[x  -xz)+  ^/"(.r  -xz)^..., 

et  supposons  qu'on  veuille  s'ariéler  au  [ireuiier  teiuie  /\x  —  .rz]. 
(domine  tous  les  termes  suivants  sont  multiplies  par  .r.  nous  suppo- 
serons 

fyx    —J\x-xz]  -H^P, 
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P  élant  irgardé  comme  une  fonolion  de  =  qui  devra  être  mille  lorsque 

;  =ro,  nuis(|u'aloi'sy\j:— .rr)  devient/(a;). 

(ioiniiie  eettc  équation  doit  avoir  lieu  (juelle  (|ue  soil  la  valeiii'  île  r. 
(|ui  est  arbitraire,  son  équation  prime  relativement  à  ;  aura  doue  lieu 
aussi  (  n"  17).  On  prendra  donc  les  l'onetions  primes  relativemeni  ii 
cette  variable,  et  il  est  laeile  de  voir'  (jue  la  fourtion  prime  du  tenue 
fi.T  —  xz)  sera  —  xf'[x  —xz),  car  on  a  démontré  (n"  16;  que,  si 
Y—/{p),  p  étant  une  fonction  de  x,  on  a 

ainsi,  en   rapporlant   les  fonctions   dérivées  à  la  variable  =  et  faisan! 
p  =  x  —  xz-,  on  aura 

p'=  —  x     ei    y'=  —  xf'{p)  =  —  a:f'[X  —  xz]. 

Donc,  à  cause  (]ue/{x)  ne  renferme  point  ;,  ré(|uation  prime  relative 
à  z  de  ré(juation  ci-dessus  sera 

o  =  —  X  f' [x  —  xz]  -+-  xV , 

]'  étant  la  foMction  prime  de  1*  relativement  à  :;,  ddi'i  l'on  lire 

P':=/'(jr  —  xz). 

On   aura  donc  la  valeur  de  F  en  elierchant  une  foncti<in  de  ;  dont  la 

fonction  prime  soit  égale  ii/'{x  —  xz)  et  (jui,  de  plus,  soit  telle  qu'elle 

devienne  nulle  lorsque  -  =  o.  Cette  valeur  de  P  ainsi  trouvée,  si  l'on 

V  l'ait  r.  ==  I ,  on  aura 

f[x=f+xV. 

Supposons,  en  second  lieu, 

f(x]  =f\x  —  xz]  +  xz  f'[x  —  xz)  +  x'^Q, 

^)  ckinl  une  fonction  de  r,  (|ui  devra  élrc  rrulle,  conirrre  l'on  voit,  lors(|rre 
z  ^^o. 

Vax  prenant,  comme  (  i-dessus,  les  foiielions  piinres  relativement  ii  z, 
on  aura  cette  équation  prime 

o  =  —  xf'[x  —  xz)  -+-  xf'[x  —  xz)  —  x'^zf"\x  —  xz)  +  ^-Q', 
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où  les  fonctions  désignées  par/'./"  sont  les  fonctions  primes  et  se- 
condes de/(a:)  relativement  à  .r  et  dans  les(juelles  on  a  mis  ensuite 
x  —  a;z  pour  .r.  On  liiv  de  l;'i,  en  ell'aeant  ce  qui  se  détruit, 

Q'~zf"[x-xz), 

de  sorte  qu'on  aura  la  valeur  de  Q  eu  cherchant  une  lunclioii  de  z 
dont  la  fonction  prime  ait  la  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  Q'  et 
qui  ait  la  condition  de  devenir  nulle  lorsque  -  =  o.  Si  ensuite  on  fait 
;  =  I ,  on  aura 

Soit,  en  troisième  lieu, 

f[X]  =/^J^  —  XZ  ;   -h  Xzf'x  —  XZ]  -i-   ' —f'\x  —  XZ]   -h  X^W, 

l\  étant  une  fonction  de  ;  qui  s'évanouisse  lorsque  ^  =  o.  On  trou- 
vera, en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  ::  et  ciliK^'ant  U's 
tei'mes  qui  se  détruisent  mutuellement, 

R'^-f"\x  —  xz], 

la  fonction  représentée  par/'"  étant  la  fonction  tierce  de/.î-  rela- 
tivement à  X  transformée  par  la  substitution  de  x  —  -vz  à  la  place 
de  .r. 

11  faudra  donc,  pour  avoir  la  valeur  de  U,  trouver  une  fonction  pri- 
mitive de  ^  dont  la  fonction  prime  soit  la  valeur  précédente  de  IV  et 
qui  soit  telle  qu'elle  s'évanouisse  lorsque  ;  =  o.  (À'ite  l'onction  elaul 
trouvée,  on  aura,  en  faisant  s  =  i, 

f^x)=f-i-xf'+^f"+xH\, 

et  ainsi  de  suite. 

En  conti'nuant  ainsi,  on  aura  la  l'ormuli?  du  n"  33  : 

.f[^]  =/+  ^/'+  ^f"  +  ^./■"'  +  •  •  •  • 

IX.  lo 
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.Mais  l'analyse  précédente  a  ravantasj;o  de  donner  la  manière  (Tavoir 
les  restes  .rP.  .r'-'Q.  .r'R.  ...  de  la  série  lors(]u"on  veut  l'inlenonipre 
à  son  premier,  ileuxième,  troisième,  ete.,  terme. 

36.  Voilà  le  problème  résolu  analytiquement;  mais,  comme  les 
(|uantilés  P,  Q,  R,  ...  ne  sont  connues  que  par  leurs  fonctions  primes, 
il  reste  encore  à  remonter  de  ces  l'onctions  aux  fonctions  primitives,  ce 
qui  peut  être  souvent  fort  difficile  et  même  impossible. 

Cependant,  si  l'on  connaissait  la  quantité  P,  on  en  pourrait  déduire 
toutes  les  autres  par  les  simples  fonctions  dérivées,  car  la  comparaison 
(les  valeurs  ih'J\x)  donne 

P^zf'[x  —  xz]  +xQ, 

et  l'on  a  trouvé /'(a:  —  a-=)  =  P';  don<',  substituant,  on  aura 

P=  zV'-\-xQ, 

P-zP' 


d'où  l'on  tire 


On  a  ensuite 

et  l'on  a  trouvé 
donc 

d'où  l'on  tire 

Ou  trouvera  de  même 


Q  —  —f"{x  -  xz)  -i- xl\, 

zf"[x  —  xz]  —  Q'; 

Q=  -Q'  +  xR, 


s=?-=l^, 


et  ainsi  de  suite. 
Si  l'on  fait  P  =  =/>,  Q  =  z-q,  R  =  =V, 


—  »      r  — 5     s  —  —  - —  ) 

X  2X  OX 
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et  la  louclion/  a;,  deviendra,  en  remettant  i  li  la  place  de  a;. 

f[x]=f,x-  i   +  ip 

=/(^  —  ';  -^  'f'^^  —  ')  -^  '-7 

=/ X  —  i]  -h  if'x  —  i]  ~. /"  -c  —  ']  -+-  i^f 

Ainsi,  connaissant  le  premier  reste  ip,  on  pourra  connaître  tous  les 
autres  restes  i-q,  i^r.  ...  par  les  simples  fonctions  dérivées  relatives 
à  ;=  -.  et,  si  l'on  prend  simplement  les  fonctions  dérivées  relative- 
ment à  i,  on  aura 

q  =  -p,    '•=--'     ^  =  -3'     •••• 

Par  exemple,  en  faisant /(x)  =  -  comme  dans  le  n°  4,  on  aura 

flx  —  i\  =  r, 

.'V  .  X  —  l 

et,  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  .r.  on  aura 

•'  '  [X  —  /   -       -^  [X  —  ';•" 

_  fx'  —fx-i)  __  1 


l 

or  on  trouve 


de  là,  en  prenant  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  /,  on  tirera  tout 
de  suite 


q  =  -p 


X[X  —  l',-  2  X^X  —  l, 

Donc,  si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  les  expressions  de/^a-).el 
qu'on  y  mette  ensuite  a- -~  i  h  la  place  de  j-,  on  aura 


xt-j"        X       x^x^i         X       X-       x-{x-i-i) 
comme  dans  le  numéro  cité. 
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Suit  ciiiori' /  .r   —  \  »  ;  on  aura 


f  X  —  /  I  :=  ^x  —  /, 
cl.  i)n'nant  les  Ibnclioiis  dérivées  par  rapport  à  a-. 


r>  X  —   /;   —   —-^^==-,        /'\  JT  —  /)   — 


1  >Jx  —  i 


4(x-o 


Ici  011  aiiia 


\Jx  —  \Jx  —  / 


'  \-x  -+  \Jx  —  i 

et  (le  lit,  en  piriiaiit  les  fonctions  dérivées  relatives  à  /, 


■}.\x  —  i[\^x  +  \  X  —  i  Y 


8[x-if{slx  +  ^V=l)-       Mx-i)[^x  +  ^x--i, 

v'x  +  3  v/x  —  / 

_ , 

8 (x  —  i)-  (y'x  +  \,lx  —  i  )■' 


l'ar  ces  sulistitiitions  dans  les  expressions  (\v/\x),  on  aura,  en  mettant 
X  -h  i  a  la  place  d(ï  .r. 


y  x-  +  l  =  y  a;  -+- 

=  y/x  + 
:=  y'x  • 


=  y'x  H = 


y/x  +  / -(- y/ar  9,y/x         i\/x{\/x -h  i -i- ^x)' 

i     _      /■-  /■•'(\/x  +  i-h  3y/x) 

2 y'x       8xyx       8xy''x(y'x  -(-/'  +  y'x)'' 


2  y'x       Hx^x        i6x'-y/x 
coniinc  dans  le  même  numéro  cité. 

37.   On  peut  aussi  tirer  direclemeni  de  la  i'oiiiiulc  du  n"  '.\ 

/,X  +  /)r=/^x)H-/P 

la  loi  de  la  série  et  l'expression  des  restes,  en  prenant  alternativement 
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les  fonctions  ilrrivécs  par  rapport  à  j-  et  à  /;  nous  nianjuerons  ces  dci-- 
nicres  par  un  trait  placé  an  bas. 

On  a  d'abord,  par  b's  fonctions  dérivées  relatives  à  .v, 

f'\x  -+-  i)  =f'{x]  +-  iP', 

ensuite,  par  les  fondions  dérivées  relatives  à  /, 

f'{x+i]  =  P-t-  iP,, 

car  il  est  visible  que,  relativement  à  i,  la  dérivée  dv  /  x -h  i j  est  la 
même  que  relativement  à  x.  On  aura  donc 

f   X]  -+-  <P':=  P--/P,, 

d'où  l'on  tire 

P=:f[x]  +  (^P'-P,). 

Faisons  Q  =  P'  — P  ;  on  aura,  en  substituant  la  valeur  de  P, 

/(  X  +  /)  ^f[Xj  -h  if'.x]  -i-  i'Q. 

Prenons  de  nouveau  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  r  et  par  rap- 
port à  i;  on  aura 

f'[x  -+-  i]  —f'[x)  4-  if"[x]  +  i-Q'    et    f'[x  4-  /)  =f'[x    —  a/Q  -^  i-Q,: 

donc 

f'\x)+iQ'  =  ^Q  +  iQ„ 

d'où 

Donc,  si  l'on  fait  R=  — —^  on  aui'a,  en  subslituanl, 

2 

f{x  +  0  =/(^)  +  if'ix)  +  '^/"[x]  +  /^R. 

n/ n 

On  trouvera  de  même,  en  faisant  S  =  — ^ — -, 

f[x  +  i]  =f{x)  +  if'ix]  +  ^/'»  +  ^/-(^l  +  ''S, 
et  ainsi  de  suite. 
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Si  l'on  lail,  [inr  ('xciii|)lo,/(ar)  =  -»  ce  qui  (loiinc 


X-{X-{-l]  X[x-t-l)-    ,  X[X-hl)- 


Q  = 


ensuite 


cl  (le  la 


^'  =  -^Hh^)~^H^^^    Q'  =  -Ï^I^^' 


R  =  - 

•  111  trouvera  «le  même 


et  ainsi  de  suite,  ce  qui  redonnera  la  série  déjà  trouvée. 

Mais,  pour  notre  objet,  il  importe  moins  de  connaître  les  restes 
exacts  de  la  série  développée  jusqu'à  un  terme  quelconque  que  d'avoir 
des  limites  de  ces  restes  pour  pouvoir  apprécier  l'erreur  qu'on  peut 
commettre  en  ne  tenant  compte  (jue  de  (juehjues-uns  des  premiers 
teimet-. 

38.   Pour  cela,  nous  allons  établir  ce  Icinme  général  : 

Si  une  /onc/ion  prime  de  or,  telle  quef'{x),  esl  loujoitrs  posilii'e  pour 
toutes  les  xHileurs  de  x  depids  x  =  a  jus(]u'à  x  =  h,  h  élant  ;>  a,  la  diffé- 
rence des  fonctions  prindtives  qui  répondent  à  ces  deux  valeurs  dex,  savoir 
f(h      -fia),  sera  nécessairement  une  quantité  positive. 

l^cprenons  la  luiniule 

f[x  +  i)=J{x)+iV. 

dans  laquelle  P  est  une  l'onction  de  x  et  /,  (jui,  en  faisant  /  =  o,  devient 


PREMIERE  PARTIE.  -  CHAPITRE  VI.  7!) 

/'[•r)  (n"*  3,  8);  il  est  évident  que,  .si/'(^)  est  une  (|uanlilé  positive, 
i;i  valeur  de  P  sera  nécessairement  positive  depuis  «  =  (>  jusqu'à  une 
eertaine  valeur  de  /  qu'on  pourra  prendre  aussi  petite  qu'on  voudra. 
Donc,  lors(jue  la  valeur  de  la  fbnelion  prime /'(a?)  est  positive,  on 
pourra  toujoui's  prendre  pour  /  une  quantité  positive  et  assez  petite 
pour  que  la  quanlilé/(.r  +  «) —/(a;)  soit  nécessairement  positive. 
Mettons  successivement  à  la  place  de  x  les  quantités 

n,     a  +  /,     a  -h  ■! i,     a  -\-  ? /,     .  .  . ,     a  -h  ni; 

il  en  résultera  que  l'on  peut  prendre/  positif  et  assez  pelil  pour  que 
toutes  les  quantités 

f[n+-ii)~f[a  +  -ii),       ...,       /[rt  4-(«. +  1)/]— /t«  +  ;,/ 
soient  nécessairement  positives  si  les  quanlilés 

/VO.    /'i«-^').    /V'  +  2').    •••'    /'(«  +  «' 

le  sont.  Donc  aussi,  dans  ce  cas,  la  somme  des  premières  (|uanlité,s, 
c'est-à-dire  la  quantitéy[a  +  («-t- i)tj  —/[a),  sera  positive. 
Faisons  maintenant  a  +  [n+  i)i  =  h;  on  aura 

._  b-a 
«  -t-  I 

et  l'on  eu  conclura  (jue  la  (juaiilité /(/>)  — /(a)  sera  nécessairciiiciil 
positive  si  toutes  les  (|uantités 

sont  positives,  en  prenant  n  aussi  içrand  (|u'on  voudra. 

I)t)nc,  à  [dus  forte  raison,  la  (luantilé /(/>)  — /(a)  sera  positive,  si 
/'{•r)  est  toujours  une  (luaiilité  positive,  en  donnant  à  x  toutes  l<'s 
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valriiis  [xtssiljlrs,   ilopuis  .v  -  a   jiis(|ir;i  x—b,   puisque   i);iriiri   cos 
valeurs  se  trouveront  nécessairciiiciit  les  valeurs 

b  —  a                -ilb  —  n)                          nlh  —  n'' 
a,     «^ 1      a-^- -,     •••>     rtH ^ — ; . 


eu  [M'euaiil  n  aussi  grand  ([u'ou  voudra. 

3!).  A  l'aide  de  ee  Icninie,  on  peut  trouver  des  limites  en  plus  el  en 
moins  de  toute  fonelion  priuiitive  dont  ou  eonnait  la  Ibnetion  prinu'. 

Soit  la  Ibnetion  primitive  F{z)  dont  la  fonction  prime  F'(3)  soit 
exprimée  par  ="'Z,  Z  étant  une  fonction  donnée  de  z.  Soient  M  la  plus 
ijrande  et  N  la  plus  petite  valeur  de  Z  pour  toutes  les  valeurs  de  ;  com- 
prises entre  les  (juantités  a  et  b,  en  regardant  comme  plus  grandes 
les  négatives  moindres  et  comme  moindres  les  négatives  plus  grandes, 
ce  qui  est  conforme  à  la  marche  du  calcul,  puisque,  par  exemple, 
— 1>— ?..  —.')>— 7,  et  de  même  —  2<— i,  et  ainsi  des  autres. 
Donc  les  (|uantités  M  — Z  et  Z  — N  seront  toujours  positives  depuis 
:  =  a  juscju'à  z~h,  et  il  eu  sera  de  même  des  ([uanlilés  :"'(M--  Z) 
et-"'(Z-.N:. 

Oone  :  1"  si  l'on  lait/'(  =  )  =  c"'(M—  Zj,  on  aura,  par  le  lemme  pré- 
ii'deul, 

(ir.  z'"'/.  étant  F'(;  ,  sa  fonction  primitive  sera  F(  =  ),  el,  comme  ]M  (!Sl 

Mz'"^' 
une  (luaulilé  eonslante,  la  fonelion  primitive  de  Mz'"  est ;  donc 

ou  aura 

Mz"'+' 
f(z)-^— F[z;, 

el,  laisant  successivement  ::  =  a  et  -  =  />,  ré(|ualion 

donnera 

• F[b]  —  ■ 1-  F  a)>o, 

d'oii  l'on  tire 

V.bXF^a)-^'^^!^'-^""-'^. 
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9."  Si  l'on  rait/'(c)  =  ="'(Z  — N),  on  anra  aussi 

cl  l'dM  Iroiivcra,  comme  ci-dossns, 

-.  ...         N5"'+' 

donc,  faisant  successivement  z  =  a  et  z  =  b,  ré(|nalion 


«I 


F[b) t  («)  -1 >o, 


d'oii  l'on  tire 


F(i)  >!<(«)  + 


m  -+- 1 


Ap|)li(jnons  ces  résultats  aux  ([uantités  P,  Q,  l{,  ...  du  n"  35. 
Comme  ces  quantités  sont  regardées  comme  des  (onctions  de  c,  nous 
supposerons  d'abord  P  =  Yl^z),  et  par  conséquent 

P'=¥\z)=f{x-xz.); 

donc,  puisqu'on  a  supposé  F'(  =  )  =  :;'"/,  prenant  m=.o,  on  aura 

Z  =f'[x  —  xz). 

Faisons  maintenant  «  —  o  et  //       i;  la  condition  de  la  lonclion  \\  (|tii 

doit  être  nulle  loisque  r  =  o,  donnera  ï[a'-=n,  et  alors  V\b:  sera  la 

valeur  de  P  l'épondant  à  r.  =  i . 

Donc,  si  M  et  N  sont  la   plus  i^rande  et   la   plus   petite   valeur  de 

/'{x  —  .vz)  relativement  à  l(Uiles  les  valeurs  de  c,  depuis  ;    o  jus(|u'à 

jj  =  ] ,  on  aura 

F(/>)<M    Cl    >N. 

Pai'  consé(|uent,  M  et  N  seront  les  deux  limites  de  la  ([uaulite  P,  eu  y 
faisant  z  -  '  i . 

Supposons,  en  second  lieu,  Q  =  F^c);  on  aura 

Q'  =  F'[z]  =  zf"[x-xz]; 

IX.  M 
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<l(iiic.  tiiisanl  m  =  i,  on  aura 

Z  =  f"i^x  —  xz). 

Soii'iil  parcilIciiifiU  a  ~  o  v[  h  —  \  ;  on  aura  aussi,  par  la  condilion  ilc 
la  fonction  O,  ([ui  doit  otro  nulle  lorsque  z  est  nul, 

et  alors  F,/»,  sera  égale  à  la  valeur  de  Q  répoiidaiil  ii  z  =  \ . 

Donc,  si  M,  et  N,  sunt  la  |dus  grande  et  la  [dus  petite  valeui-  de 
/"jo"  —  xz)  pour  toutes  les  valeurs  de  r,  depuis  :■  -  d  jus(|u'ii  ;  i, 
on  aura 

F(/,)<îlli     et    >^, 

de  sorte  que  —  et  —  seront  les  limites  de  la  valeur  O  lorsiiue  c  v  est 
égal  à  r. 

Supposons,  en  tioisième  lieu,  R  =  F  ;);  on  aura 

R'  =  F{z]^'-^f"{x-xz]; 

il(Mie,  taisant  /n  =  2,  rt^o,  ^  =  1,  on   trouvera  de   la  même  manii-rc 
([ue,  si    M^    et  N.   sont   la    |diis   grande    et    la    plus  jietite   valeur   de 

~f"\x  —  xz),  en  donnant  à  ;   toutes  les  valeurs  depuis  zéro  juscpi'à 

l'unité,  on  aura  -^  et  -^  pour  les  limites  de  la  valeur  de  la  (|uaniité  |{ 

lors(|u"()n  y  l'ait  :;  =  i .  Et  ainsi  de  suite. 

.Maintenant  il  est  clair  que,  en  donnant  à  z,  dans  une  l'onction  di' 
.r(i  —  z),  toutes  les  valeurs  depuis  z  ^=0  jusqu'à  s  =  1,  les  valeurs  que 
recevra  cette  fonction  seront  les  mêmes  que  celles  que  recevrait  une 
pareille  fonctiiui  de  u  en  donnant  successivement  à  u  toutes  les  valeurs 
depuis  «  =  <)  jus(|u';i  ii-^-.t,  eai',  faisant  :r(i  —  z)=^u,  :  =  o  donne 
u  =  X,  3^1  donne  u  =  o,  et  les  valeurs  intermédiaires  de  z  donneront 
des  valeurs  de  u  intermédiaires  entre  celles-ci.  D'où  il  est  aisé  de  con- 
clure (|U(!  les  (|uantites  .M  et  .\  seront  la  plus  grande  et  la  |)lus  petit*' 
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valeur  de  /' [^u;  relativeincnl  à  loulcs  les  valeurs  de  u ,  depuis  h  =  (i 
jusqu'à  n  =  x,  et  que,  par  consé(|uent,  toute  valeur  iiilcrinédiaire  entre  - 
M  et  N  pourra  être  ex|)riMiée  pai'  /'  u  .  iii  ilniiiiiinl  ii  //  une  valeui' 
intermédiaire  entre  o  et  x.  Donc  la  valeur  de  la  (juantile  I'  relative  ii 
;  =  i  pourra  être  exprimée  par /'(m),  u  étant  une  (juantité  entre  o 
et  ,r.  On  en  eoncluia  de  inr'uie  ([ue   la  valeur  de  Q   i'é|)ondant  ii  r-  =  i 

ponria  être  exprimée  par-/ "(m  .  en  donnant  ;i  u  une  valeur  inter- 
médiaire entre  o  et  .r,  et  l'on  en  conclura  pareillement  que   la  valeur, 
de  R  relative  à  ;  =  i  pourra  être  exprimée  par  :^,J    u,^  lui  prenant 
pour  u  une  quantité  entre  o  et  œ.  Et  ainsi  de  suite. 

40.  D'où  résulte  enfin  ce  théorème  nouveau  et  renuirqnahle  par  sa 
simplicité  et  sa  généralité,  i\\\'en  désignant  par  u  une  quantité  inconnue, 
mais  renfermée  entre  les  limites  o  et  x,  on  peut  développer  successivement 
toute  fonction  de  x  et  d'autres  quantités  quelconques  suivant  les  puis- 
sances de  X  de  cette  manière, 

f  x]  —./"-(-  xf   II 

=/-hxf'+^f"[u) 

les  quantités  f  /'.  /',  ...  éta/it  les  râleurs  de  la  fonclion  f[x)  et  de  ses 
dérivées  f'{x),  f"[^),  •  •  • ,  lorsqu'on  y  fût  x^^v,. 

Ainsi,  pour  le  développciiicnt  de/\:;-f-a-  suivant  les  |iiiissanccs 
de  X,  on  aura 

/-/(^■.  r=rK-A,  f"--f'\z) 

où  l'on  remanpici'a  {|uc  les  (|iianlilés  /''(3), /"(s'),  ...  son!  également 
les  ('(uiclious  primes,  secondes,  etc.  de/  ;  ,  ce  qui  est  évident;  car  il 
est  visible  (|uc /'  r- -+-.r), /"(  ; -t-.r  ....  sont  également  les  fonctions 
primes,  secondes,  etc.  de/(s -l-x-),  soit  ([u'on  les  preinic  rclalivcnicnl 
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à  a-  ou  rt'lalivemcnl  à  :;,  puisque  rau^niciilarKtii  de  ;  -i- .r  est  la  iihmmo 
en  cliangcaut  .r  en  ce -h  i  ou  ;:  en  ;  +  /. 

l'rciiaul  diHiv /\z),/"{z],   ...  [toiii'   les  roMctioiis  (Ici'ivi'-cs   de/'  c  , 
on  aura 

=f{z]-i-xf\z]  -H  — /"iz  -+-  n] 


--f[z\  -^-xf'[z]  -\ f"\z)  +  —rf".  Z  +  U 


où  (/  désigne  une  (luanlité  ini'onnne,  mais  renleriuéc  enire  les  liuiiles 
o  et  X. 

lui  cliangeant  z  en  .r  et  x  en  /,  on  aura  le  dévelopitenient  de/  .r  +  / 
suivant  les  puissances  de  /,  et  l'on  voit  (|ue  dans  ce  développenu-nt  la 
série  inlinie,  ;i  eutuiMciicer  d'nii  tenue  (|uelenii(jiie,  esl  tiuijoiii's  égale  a 
la  valeur  de  ce  premier  terme  en  y  mettant  x  +  j  à  la  place  de  .i-, 
j  étant  une  (|uantité  entre  o  et  /',  que  par  conséquent  la  |)lus  grande 
et  la  plus  |)elilc  valeur  de  ce  ler-iue  relaliv cuienl  ;i  loules  les  valeurs 
dey.  depuis  o  jus(|u'ii  /,  sei'out  h'S  liuiiles  de  la  \aleur'  du  reste  île  la 
série  continuée  à  l'intini. 

Si  l'cui  l'ait/lsj  =  3'",  on  aura  li-  dévtdoppement  du  Itinome  (c -I-j:"/", 
et  l'on  en  conclura  que  la  somnu^  de  tous  les  ternies,  à  commencer 
d'un  terme  quelcon(|ue 


.{m  —  n  -4- 1 1 


"  X" , 


sera  renfermée  entre  ces  limites 

m   m  —  \\.  .  .{m  —  n  -H  1 1 

et 


I .  -i . . .  « 


—  0  .  .  .  f  »j  —  n  -t-  1 1 


.  ^.    m    II  ^11  . 


car  il  est  évident  (|ue  la  plus  grande  et  la  plus  pelile  valeur  de  [z  -\-U)"'  " 
seront  fs+o:)'"  "et  ='"  ". 
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l.a  poi'feclion  «les  métliodcs  d'approximation  dans  l('s<|npllfs  on 
emploie  les  séries  dépend  non-scnlemcMl  di'  In  convciiicnce  des  séries. 
mais  encore  de  ce  qu'on  puisse  esliiner  rericur  (|ni  lésulie  des  lernies 
(ju'on  néglige,  et  à  cet  égard  on  petil  dire  que  pres(|iie  loules  les  uié- 
titedes  d'approximation  dont  on  fait  usage  dans  la  solulioii  des  pro- 
blèmes géométriques  et  mécaniques  sont  encore  très-imparlailes.  Le 
tliéorème  précédent  pourra  servir,  dans  beaucoup  d'occasions,  à  donner 
à  ces  méthodes  la  perfection  qui  leur  manque  et  sans  laquelle  il  est 
souvent  dangereux  de  les  employer. 

On  trouve  dans  la  Leçon  l\  du  Calcul  des  fonctiuns  '  une  méthode 
plus  simple  d'avoir  les  limites  du  développement  d'une  toudiou.  avec 
de  nouvelles  remarques  sur  ce  sujet.  [Voir  aussi  un  Mémoire  de 
M.  Ampère  dans  le  Tome  ^  I  du  Journal  de  l'École  Polylcclinicjiir. 

\  '  I   OEu\TC.s  (le  Lfigifirigf,  t.  X. 
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CUAIMTIIE   VII. 


lus  i;nl  AÏIONS  DKKIVr.KS  l'.T  1)1'.  l.Kl  II  ISACK  DANS  1,  ANAI.YSK  l'OI  II  l,A 
TliANSKOiniATlON  DES  FONCTIONS.  Tlll.0l;l|-.  C.I.NI.UAr.r.  I>i:  CKS  i;(„H  ATIONS 
Il     l>rs    (.(INSTANTKS    AiinirnAllllS     ni  I     Y    KMKKNT. 


41.  Jiis(|ii';i  piTScnl,  nous  n'avons  consnléré  les  fondions  dérivées 
(|iie  eoniine  pouvant  servir  ii  la  Ibriiiarion  des  séries;  mais  ces  f'one- 
lions,  considérées  en  elles-iiiéiiics,  oll'reni  un  nonveau  sysli'iiie  d"(»|)é- 
ralions  algél)ri(|ue.s  et  f'ournissenl  des  lianslbinialioiis  i|ni  sdiil  d'iiii 
usage  iinineiise  dans  toute  l'Analyse. 

^lOns  avons  dejii  vu  n"  17  (|iie,  si  l'on  a  une  éiiualioii  (|iicl(i)ii(|iie 
en  .r  et  V  ou  sinipleinent  en  a-,  la(|uelle  doive  avoir  lieu  ([uelle  (|ue  soit 
la  valeur  de  x,  les  é(|uations  dérivées  qu'on  obtiendra  en  i)renant  les 
ruiielions  dérivées  de  clnuiue  leriiie  de  la  |»riip()see  aui(Uil  lieu  aussi. 
(".Iiacuiie  de  ces  é(|ualions,  et  iiiéine  une  coml/iiiaison  (iueleon(|ue  de 
CCS  équations,  pourra  donc  tenir  lieu  de  re(|uali(Hi  priinilive,  et  l'on 
nliliciidia  Sdiixciil  par  ci'  inoyei)  des  é(|iialioiis  sul)sidiaires  plus  simples 
nu  plus  t'aciles  ii  résoudre  (juc  les  é(|ualions  principales. 

Nous  avons  nommé  cquatiuits  pritnes,  secotidcs.  etc.  les  é(|ualioiis 
dérivées  (|u'oii  idiliciil  eu  prenaiil  les  Ibiicliniis  primes,  scc(mdes,  etc. 
de  tous  les  termes  de  re(|uation  primitive  donin'-e;  mais  nous  nomme- 
rons en  ji;énéi-al  cf/iiri/ions  dcrnées  du  premier  ordre,  du  second  ordie,  etc. 
les  équaliiuis  (|u'()ii  poiiria  riirmer  par  une  coinluiiaisnn  (|iielc(iii(pic  de 
ré(|iiati()n  primitive  et  de  son  é(|uatioii  primi',  ou  de  celles-ci  et  de 
l'equalioii  si-coiide,  cl  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  ré(|iialioii    pniuilive  c(Miteiiaiit    i   cl   v.   l'cqualioii  dciixec  du 
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premier  ordre  contieiulra  a:,  y  el  v',  récjnatinn  driivcc  du  socond  con- 
tiendra x,y,y'  et  y",  et  ainsi  du  reste. 

42.  Nous  allons  nionircr,  par  (|in'l(|iii's  cxcinidcs,  l'usa;;!'  des  (''(|iia- 
lions  dérivées  [loiir  la  transroi'uialion  des  l'onctions,  cl  d'ahoi'd  nous 
remarquerons  que,  par  la  conihinaison  d'une  l'onction  avec  sa  fonction 
prime,  on  peut  faire  disparaître  un  exposant  (juelcon([ue. 

Soit  l'équation 

r=\"', 

X  étant  une  fonction  quelconque  de  x;  en  prenant  les  fonctions  piimcs. 
on  aura (n"  16 

donc,  divisant  cette  équation  par  la  précédente,  on  aura 

>■'       wX'  .  ,         ... 

■- — =  )     savoir,     Xr— '«X^-=ri), 

y       ^ 

équation  dérivée  du  premier  ordre  où  la  puissance  X'"  ne  se  trouve 
plus,  et  qui,  dans  cet  état,  est  hien  plus  commode  pour  develo|)per 
la  valeur  de  v  en  série  par  la  méthode  usitée  des  coellicicnis  indé- 
terminés. 

En  effet,  si  l'on  a,  par  exemple, 

\  ^  «  -(-  />.r  -t-  ex-  -H  dx-^  -t-  .  .  . , 

et  qu'on  suppose 

y  =  A  -4-  B  j:  -T-  Cx-  -+-  l)x^  -(-..., 

on  aura,  en  prenant  les  fonctions  primes, 

\'^2 1)  -+-  ■',  ex  H-  i (ix-  -+-..., 
r'  =::  IJ  +  •'. Cx  -+-  ">  l).r-  -f- .  .  .  ; 

donc,  substituant  et  réunissant  lis  tenues  all'ectés  de  h 'me  puis- 
sance de   r,  on  aura 

rtB-  mb\  -l-[j.aC  4-     i  li  —  «(   ?.cA  -r- bh  ]x 

-+-  [3«1)  -r  '.fcC  -T-  tB  -  w;'U/A  -h  'cR  -+-  l>C:]x- 
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é(|uati()ii  (|ui.  ilcvaiU  (■Irc  itlonlique,  c'fst-ii-diri'  avoir  lieu  (|ii('l  (|iic 
sdil  .»■,  |)t)ur  (|iu'  l'fxpirssioii  supposée  de  >'soil  vraie,  donnera  aiilaiil 
d'('(|ualions  partieulières  qu'il  y  a  de  dill'éreiiles  puissances  de  .r,  el 
l'on  tirera  de  ees  é(|iialions 

a 

■imcA. -\- {m — I   AH 

l>  = » 

ia 

3md A.  -+■  [o.m  —  \)cU  -h  {m  —  7.)  ùC, 
6u 


On  aura  ainsi  siieeessivenienl  Ions  les  loellicients  H,  C,  L),  ...  par  des 
lorninles  donl  la  loi  est  visilile.  et  (|n"on  pourra.  j)ar  conséquent,  coii- 
linner  aussi  loin  (|u'on  voudra. 

Mais  le  premier  coellicient  A  demeure  indéteriniiM';  il  faut,  puni'  le 
déterminer,  recourir  ii  i'eciualion  pi'imitive  v -- X'";  faisant  .^■  =  o,  on 
a  d'un  cote  X       n  el  de  l'autre  v=  A;  donc  A  — «'". 

43.    On  peu!   de   m(''me,  |)ar  les  i'oiielions  dérivées,  l'aii'e  disparaiire 
les  lo;;aritlimes.  les  exponentielles  et  les  sinus  et  cosinus, 
lui  ellet,  si  V       l.\,  (Ui  aura  ré(|uation  du  premier  ordre 

si  V  =  e^,  on  aura  celle-ci 

j'  — X>-=o; 

mais,  pour  Caire  disparaître  les  sinus  ou  cosinus,  il  (aiidia  aller  ii  une 
e()ualion  du  second  ordre. 

Soit  donc  1'—^  sinX,  X  étant  toujours  une  roncli(ui  (juelcon(|ue  de  .i', 
en  prenant  les  l'onclions  [trimes,  on  aura  (  n"  14; 

y  =  X'  cosX, 

l'I.  prenant  de  nouveau  les  fonctions  primes, 

y"  =^  X"cosX  —  X'-  sinX  ; 
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donc,  éliminant  de  ces  trois  équations  siuX  et  cosX,  on  aura  cetlf 
équation  dérivée  du  second  ordre 

X'_>'" —  X"j-'  ■+-  X'^,)'  ^  (I, 

où  il  n'y  a  plus  de  transcendantes;  ou  trouvera  la  uiéine  équation  rn 
faisant  >'=  cosX. 

Si  l'on  fait  ici  pour  X  et  y  les  mêmes  substitutions  que  ci-dessus 
(n°  42),  et  qu'après  avoir  ordonné  les  termes  suivant  les  puissances  de  a- 
on  égale  à  zéro  la  somme  de  tous  ceux  qui  se  trouveront  multiplies 
par  la  même  puissance  de  a-,  on  aura  autant  d'é<|uations  particulières 
qui  serviront  à  déterminer  les  coelficienls  indéterminés  de  l'expression 
supposée  de  r  par  les  deux  qui  précèdent.  A  l'égard  des  deux  premiers, 
ils  demeureront  indéterminés;  mais  il  faudra  les  déterminer  de  manière 
que  l'équation  primitive  et  l'équation  prime  aient  lieu  en  faisant  x  =  o. 
Or  l'équation _r  =  sinX  devient  alors  A  =  sinrt,  et  l'équation  v'  =  X'cosX 
devient  B  =  bco»a. 

44.  Non-seulement  l'équation  dérivée  du  second  ordre  que  nous 
venons  de  trouver  peut  servir  à  développer  en  série  la  valeur  de  sinX 
ou  cosX;  elle  peut  servir  aussi  à  trouver  une  autre  transformation  de 
cette  valeur  au  moyen  des  exponentielles. 

Supposons,  ;en  edet,  j  =  e^,  e  étant  le  nombre  dont  le  logaritlime 
byperbolique  est  l'unité  (n°  12)  et  V  une  fonction  indéterminée  de  x. 
Kn  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes,  on  aura 

f  =  Y'e\     y"=(\'"--h\")e\ 

et,  ces  valeurs  étant  subsliluées  dans  l'éciuation  dont  il  s'agit,  ou  aura, 
après  la  division  par  la  ([uantilé  c''  qui  en  multiplie  tous  les  termes, 

X'(V"  +  V'2)-X"V+X"  =  o. 
J'observe  <|u'on  peut  satisfaire  à  cette  é(|uation  en  faisant 

V'=mX', 
IX.  '2 
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m  étant  un  cocificicnt  constant,  ce  qui  donne  V"^  mX";  car,  siilisti- 
tuant  ces  valeurs,  l'équation  se  réduit  ii 

(i  -f-/rt-)X'5=o; 

donc 

i-î-n!2— u     ^>i     111  =  ^ — I. 

Ainsi  l'on  aura 

V'^x'v^, 

et  de  là,  en  remontant  à  ré<|uati(in  primitive, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  donc 

en  faisant  e"  =  \  pour  plus  de  simplicité. 
On  aura  donc 

et,  comme  le  radical  \— i  peut  éli'c  piis  également  eu  plus  et  en 
UKiins,  DU  :iMra  égaleim'ul 

B  étant  une  autre  constante  arbitraire;  en  elTet,  il  est  aisé  de  voir  ([ue 
chacune  de  ces  deux  valeurs  satisfait  à  l'écjuation 

et  l'on  voit  aussi  facilenu'nt  (jue  leur  somme  y  satisfait  encore,  parce 
(jue  les  (piautités  >',  v,  v"  n'y  sont  (|iie  sous  la  forme  liuéairi',  de  sorte 
i|u'(m  aura,  en  i;énéral, 

A  et  IJ  étant  de  nouveau  deux  coellicients  indéterminés  comme  ci- 
rlcssus. 

(>ette  expression  île  v  convient  éûralemenl  à  sin.X  et  à  cosX;  la  did'é- 
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rente  consiste  dans  les  constantes  A  et  B,  qui  doivent  se  délerniincr 
par  la  comparaison  des  valeurs  de  y  et  de  v'  pour  une  valeur  (|ucl- 
c()n(|ue  lie  X.  Ainsi,  puis(|uc  sinX  ddil  devenir  nui  luixiiic  X  <i  par 
la  nature  des  sinus,  il  l'aiidia  (|ue  l'on  ait 

A  +B=:o; 

de  plus,  j'  étant  égal  ;i  X'cosX  et  l'expression  précédente  de  y  don- 
nant 

r'  =  \'{\e^^~'  —  Re-'^^'^'  )  ^~ , 
on  aura 

cosX  =  (Ae^^^— Be-'^^'^js^^. 

Faisant  X  =  o,  on  sait  que  cosX  =  i  ;  donc 
(les  deux  équations  donnent 


A  =  — ^^r     ei    B  = =z 

2V  — I                                          2v-l 

donc  enfin 

s  1  n  jv  — ■              —         • 

2V-1 

on  trouvera 

de  1 

a  même  manière 

expressions  connues  et  que  nous  avions  déjà  trouvées  par  une  antre 
voie  'n°  22;. 

45.  Dans  les  exemples  précédents,  nous  avons  clieiclié  ré(juation 
dérivée  et  nous  avons  ensuite  délerniiné  par  cette  équation  la  valeur 
de  la  fonction  primitive  y.  Cette  dernière  (q)ération  est,  comme  l'on 
voit,  l'inverse  de  celle  par  la(|uelle  on  descend  de  la  l'onction  primitive 
aux  fonctions  dérivées;  elle  peut  toujours  s'exécuter  jtar  le  nu)yen  des 
séries,  en  employant,   comme  nous  l'avons   fait,   une  série  avec   de^ 
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l'oefficionts  indéterminés,  et  faisant  des  équations  séparées  des  termes 
adeetés  de  ehaqne  puissance  de  .r.  De  eette  manière,  ou  détermine  les 
coefficients  les  uns  par  les  autres,  et  l'on  a  souvent  l'avantage  d'aper- 
cevoir la  loi  générale  qui  règne  entre  ces  coellicieuts. 

^Mais  on  peut  aussi  trouver  immédiatement  chaque  coellicieut  par  la 
méthode  des  n"*  33  et  suivants,  car  il  n'y  a  (|u'à  chercher  successi- 
vement les  valeurs  des  fonctions  dérivées,  et,  si  l'on  désigne  par  (y), 
{y'),  (/").  •••  les  valeurs  de  y,  y',  y",  ■■■  lorsque  x  —  o,  on  a,  en 
général, 

jr=(y)+x[y')-h^{x")  +■■■■ 

Cette  loi'iiuilc  a  l'avantage  de  faire  voir  poui'quoi  il  l'cste  des  coefli- 
cients  indéterminés,  comme  nous  l'avons  trouvé  ci-dessus.  En  ellet,  si 
l'on  veut  déterminer  la  valeur  de  v  par  une  équation  dérivée  du  premier 
ordre,  cette  écpiatiou  donnera  la  valeur  de  y'  en  ,r  et  y,  et  de  là  on  trou- 
vera une  é(|uatiou  du  second  ordre  en  y",  y',  y,  x,  une  équation 
<lu  troisième  en  y'",  y",  y',  y,  x,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  que,  en 
substituant  successivement  dans  ces  équations  les  valeurs  de  y',  y",  . .. 
données  par  les  équations  précédentes,  ou  aura  en  dernière  analyses 
>',  y",  y  ",  ...  exprimés  en  x  et  j.  Donc,  faisant  x^=o,  on  aura  (/'), 
(/"),  (_/'"),  ...  exprimés  en  (y),  qui  demeurera  indéterminé. 

De  nicnie,  si  l'on  ne  fait  dépendre  la  détermination  de  y  que  d'une 
équation  dérivée  du  second  ordre  en  x,y,y'  vXy",  on  en  tirera  suc- 
cessivement une  équation  tierce  entre  x,y,y' ,  y",  y'",  et  ainsi  de  suite, 
et,  par  des  substitutions  successives,  ou  aura  en  dernière  analyse  y", 
y'",  . ..  donnés  en  x,y,y',  de  sorte  que,  en  faisant  a?  =  o,  on  aura  les 
valeurs  de  [y"),  {y'"),  (v"').  •••  exprimées  en  (y)  et  {y'),  ces  d(!ux 
quantités  demeurant  indéterminées,  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  lors(|u'on  part  d'une  équation  dérivée  du  premier  ordic  il 
reste  une  indéterminée  (y),  lorsqu'on  part  d'une  équation  du  second 
ordre  il  reste  deux  indéterminées  (y)  et  (y'),  et  ainsi  de  suite,  et  l'on 
voit  que  ces  indéterminées  sont  constantes,  puisque  ce  sont  les  valeurs 
de  y,  y',  y",  ■  ■  ■  lorsque  x  =  o. 
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46.  Quoique  la  conclusion  précédente  soil  fondée  sur  la  théorie  des 
séries,  il  n'est  pas  diiïicile  de  se  convaincre  (|u'elle  doit  avoir  lini 
i;énéralement  ([iiclle  (|ue  soil  l'expression  de  )%  puis(|ii'un  pciil  Imi- 
jours  regarder  une  expression  en  série  comme  le  développemeul  d'une 
expression  finie,  ftlais,  comme  c'est  là  une  pro|)riété  caractérislique 
des  équations  dérivées  entre  deux,  variables,  il  est  iiii[)iirlanl  de  l'éta- 
blir sur  la  nature  même  de  ces  écjuations. 

(Considérons  donc,  en  général,  l'équation  à  deux  variables  V{x,y)  —  o, 
et  désignons  simplement  par  F(j;,  j)'  =  o  son  é(juation  prime,  par 
F(a7,  y)"=  o  l'équation  seconde,  et  ainsi  de  suite,  en  regardant  x  et  v 
comme  variables  à  la  fois.  Soient  a,  b,  r,  . . .  des  constantes  (jueleonques 
contenues  dans  la  l'onction  Y{x,  y);  ces  constantes  seront  les  mêmes 
dans  les  fonctions  dérivées.  Ainsi,  puisque  les  équations  l-'(.r,  j;  =  () 
et  Y{x,  y)'  ~o  ont  lieu  en  même  temps,  on  pourra  en  éliminer  une 
constante  a,  et  l'équation  résultante  sera  une  équation  du  premier 
ordre  entre  x,  y  et  y',  qui  renfermera  une  constante  de  moins  que 
l'équation  primitive  el  qui  aura  par  conséquent  lieu  en  même  temps 
que  celle-ci.  De  même,  les  trois  équations  V[x,y)=^  o,  \\x,y)'  ^^  o, 
Y[x,y)"^=o  ayant  lieu  à  la  fois,  on  pourra  en  éliminer  deux  con- 
stantes a,  b,  et  l'équation  résultante  sera  une  équation  du  second 
ordre  entre  x,  y,  y'  et  v",  qui  renfermera  deux  constantes  de  moins 
(jue  l'équation  primitive  et  (jui  aura  lieu  en  ménie  lenq)s  ([u'elle;  el 
ainsi  de  suite. 

Donc,  puisque  dans  les  é(juations  à  deux  variables  wnv  é(iuati(Ui  du 
premier  ordre  peut  renfenner  une  constante  de  moins  (jne  l'écjuation 
primitive,  une  ê(|ualion  du  second  ordre  peut  renfermer  deux  con- 
stantes de  moins  que  l'étiualion  primitive,  el  ainsi  de  suilc,  il  s'ensuit 
réciproquement  que  l'éciualion  primitive  doit  coulenirune  conslante  de 
plus  que  l'équation  dérivé(!  du  pr(>mier  ordre,  deux  constantes  de  plus 
(jue  l'équation  dérivée  du  second  ordre,  el  ainsi  de  suile,  eonslantes 
qui  seront  par  conséquent  arbitraires,  et  il  est  visible  en  même  temps 
qu'elles  ne  sauraient  en  contenir  davantage,  puisqu'on  ne  pourrait 
pas  les  faire  disparaître  toutes  [)ar  le  moyen  des  é(|uations  dérivées. 
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Donc,  si  l'on  n'a  pour  la  déterniination  d'une  fonction  qu'une  équa- 
liou  (lu  [nrmier  ordre,  ou  du  second,  ou  etc.,  l'iuiuation  juiniilivc,  prise 
dans  toute  sa  généralité,  devra  eonteuii'  une  eoustanle  ailiitiaifc,  ou 
deux,  etc.,  suivant  l'ordre  de  ré(|uation  donnée,  et  l'on  déterminera 
ces  constantes  par  des  valeurs  particulières  données  de  la  l'onction  ou 
de  ses  dérivées. 

Si  donc  on  trouve  d'une  manière  quelconque  une  équation  en  a^  et  v 
qui  satisfasse  à  une  équation  donnée  d'un  ordre  quelcon(|ue  et  qui 
renferme  ;iiilaiit  de  constantes  arbitraires  (|u'il  y  a  d'unilés  dans  l'in- 
dice de  cet  ordre,  on  en  conclura  que  cette  é(|ualiou  sera  ré(juation 
primitive  de  l'équatiDn  donnée  et  pourra,  dans  tous  les  cas,  être  em- 
ployée ;»  la  place  de  celle-ci. 

47.  Au  lieu  d'éliminer  à  la  fois  les  deux  constantes  a  et  ù  des  trois 
équations  l"\.r,  r)  =  o,  V{x,y)'  =  o,  ï{x,  y)"=  o,  on  peut  n'éliminer 
d'abord  (jue  la  constante  b  ou  a  des  deux  premières;  on  aura  ainsi 
deux  équations  du  |)reniier  ordre,  dont  l'une  ne  renfermera  que  la 
constante  a  et  l'audc  la  constante  b.  Si  maintenant  on  élimine  de  cha- 
cune de  ces  équations  la  constante  a  ou  b  par  le  moyen  de  son  équa- 
tion prime,  on  aura  deux  équations  du  second  ordre  sans  a  ni  b,  qui 
devront  coïncider  avec  l'équation  résultante  de  l'élimination  simul- 
tanée de  ces  constantes  par  le  moyen  des  trois  équations  F(a;,  y)  =  o, 
Kfa-,  y)'  =  o,  F{x, y)"—  o,  parce  que  la  valeur  de  y''  que  ces  équations 
du  second  ordre  donneront,  et  (|ui  sera  exprimée  en  ce,  y  ci  y',  sans  a 
ni  b,  ne  peut  qu'être  la  même,  de  (|uel(]ue  niauii're  (|u'elle  soit  déduite 
de  l'éciuation  primitive. 

D'où  l'on  peut  conclure  qu'une  é(|iiali(tn  du  secmid  ordre  peut  être 
dérivée  de  deux  équations  dillérenles  du  premier  ordre  reiiferinanl 
chacune  une  constante  arbitraire  de  plus. 

lit  l'on  prouvera  de  la  même  manière  qu'une  é(|uatiou  du  troisième 
ordre  pourra  être  dérivée  de  trois  équations  différentes  du  second  ordre 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire,  et  ainsi  de  suile. 

l'^u  même  temj)S  ou  voit  que,  si  pour  une  é(|ualiou  donnée  du  second 
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ordre  on  on  trouve  deux  du  premier  ordre  qui  salislassent  chacune  ii 
cette  équation  et  qui  renferment  chacune  une  constante  arijitraire  a 
ou  b,  on  en  pourra  (h'iluirc  iinmédialemcnl  i'éi|uation  primitive,  l'ar 
il  suffira  de  chasser  de  ces  équations  hi  (juaulité  v',  et  l'on  aura  une 
é(juation  en  x  et  j,  avec  deux  constantes  arhilraires  a  et  l>. 

Il  en  sera  de  même  pour  les  é(|uations  du  troisiiMue  ordre,  car,  si 
l'on  trouve  trois  équations  du  second  ordre  qui  satisfassent  chacune  ii 
une  équation  du  troisième  ordre  et  (jui  aient  en  même  temps  les  con- 
stantes arbitraires  «,  b,  c,  on  auia,  en  éliminant  y'  et  v",  une  équation 
en  Jc,  y  et  a,  b,  c,  qui  sera  par  conséquent  ré([uation  primitive  de 
l'équation  donnée,  et  ainsi  de  suite. 

48.  3Iais,  si  pour  une  équation  du  second  ordre  on  en  trouve  deux 
du  premier  ordre  qui  y  satislassent  et  dont  une  seule  renferme  une 
constante  arbitraire,  alors,  en  éliminant  v',  on  aura  une  é(|uation  en  a- 
et  y  qui  ne  renfermera  qu'une  constante  arbitraire  et  qui  ne  sera  pas 
l'équation  primitive  complète  de  la  proposée  du  second  ordre.  ^lais 
cette  équation  satisfera  également  aux  deux  du  premier  ordre,  puis- 
qu'elle satisfait  à  celle  du  second  ordre,  qui  est  également  dérivée  de 
ces  deux-ci  ;  donc  elle  pourra  être  regardée  connne  l'équation  primitive 
complète  de  l'équation  du  ])remier  ordre  qui  ne  renferme  point  de 
constante  arbitraire.  D'où  je  conclus  qu'étant  proposée  une  équation 
du  premier  ordre  en  x,ycty',  si  l'on  en  déduit  d'une  manière  (|uei- 
conque  une  équation  du  second,  soit  en  éliminant  une  ccuistante  ou 
non  et  qu'ensuite  on  trouve  une  autre  équation  primitive  du  premier 
ordre,  avec  une  constante  arbitraire  a,  on  aura,  i)ar  l'élimination  de  v' 
entre  celle-ci  et  la  proposée,  une  é(|uati(»n  en  r  cl  v  ([iii  contiendra  la 
constante  arbitraire  a  et  qui  sera  par  conséiiuenl  réiiualioii  primitiM' 
complète  de  la  proposée. 

On  prouvera  de  la  mènu'  nianii-re  (iiie,  si  de  la  proposée  du  premier 
ordre  on  déduit  une  é(|uation  du  troisiènu'  ordre,  et  qu'ensuite  on 
trouve  pour  celle-ci  une  équation  primitive  du  second  avec  une  in- 
stante  arbitraire  dans  bniuclle  la  proposée  ne  soit  pas  renfermée,   il 
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ii'v  aiirii  (|u';i  oliinincr  les  v"  et  y' au  moyen  de  la  proposée,  et  l'on 
aura  une  é(|iiatioii  en  x  et  y  qui  renfermera  une  constante  arbitraire 
et  (|ui  sera  par  eonsé([ueut  l'équalion  ptiniilive  cDMiplètc  de  la  pro- 
posée; et  ainsi  de  suite. 

On  peut  appliquer  le  nu'nie  raisonnement  aux  équations  des  ordres 
snperieui's  au  premier  et  en  tirer  des  eonelusions  semblables. 

Le  sujet  de  ee  (^liapitrc  est  traité  avec  plus  de  détail  dans  les 
Leçons  .\,  XI  et  XII  du  Calcul  des  Jonctions  ['),  où  le  lecteur  trouvera 
une  analyse  complète  des  sections  angulaires. 

(*)  Œuvres  (le  Lagrangc,  l.  X. 
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or  L  ON"  EXAMINE  LES  CAS  SIMPLES  DANS  LESQl  ELS  ON  PEUT  PASSER  DES  FONCTIONS 
OU  DES  ÉQU.VTIONS  DÉniVÉES  DU  PREMIEP,  OliDRE  AUX  FONCTIONS  OU  AUX  ÉQUA- 
TIOXS  PRIMITIVES.  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  DES  DIFFÉRENTS  ORDRES.  ET  DE 
CELLES   qu'on  PEUT   RENDRE    LINÉAIRES. 


49.  Une  équation  dn  prcmior  ordre  en  ,r,  v  et  v'  étant  donnée,  si 
l'on  peut,  par  des  opérations  (jneleonques,  la  ramener  à  la  lunnc 

/(x,  j)'  =  o, 

o'\xf{x,y)'  désigne  la  fonction  prime  d'une  fonction  de  .r,  >- mar(|née 
pary(a-,  j),  on  aura  sur-le-champ  l'équation  primitive 

dans  laquelle  a  sera  la  constante  arbitraire. 

Par  exemple,  l'équation  j'  =  o donne  sur-le-champ  v-=  a:  ré(|ualion 
xy' — v  =  o,  étant  divisée  par  .r^,  se  réduit  à  (  —  |  =o;  j'cnteiids  par 
(  — )  la  fonction  prime  de  la  (|Mantité  ^  renfermée  entre  les  deux  pa- 
renthèses; d'où  l'on  lire  —  =(7,  ou  bien,  en  divisant  la  même  c(Uialioii 
par  xy,  elle  devient 

Z.  _  1  — 

)•  X  ~~ 

dans  laquelle  les  variables  x,  y  ne  sont  plus  mêlées.  Prenant  donc  la 
fonction  primitive  de  chaque  terme,  on  aura 

1^—  lar  =  \ii, 
IX.  i3 
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I;i  caracliTisliquc  I  iii(li([uant  les  logarillmu-s  liypcrlidlKiiifs,  ddii  l'on 
tire  —  =i'/,  commo  plus  liant. 

Kii  iit'iU'ral,  si  l'on  peut  l'éiluiro  rniiialioii  ii  la  loriiic 

oii  les  variables  sont  séparées,  il  n'v  aura  (lu'.'i  prcuilrc  les  loiuiions 
primitives  de/\a-)  et  de  y'F(  v),  et  faire  la  s(Hiirii('  éi^alc  l\  iiiic  coii- 
staiitt'  arhitraire  a,  et  la  même  chose  aura  lieu  si  l'cui  peut  rauieuer  la 
proposéi'  à  cette  forme  par  une  substitution  (|ueleou(pu'. 
Soit,  par  exemple,  une  équation  de  la  foiiue 


■-m- 


.le  fais  —  '^a;  donc  y  =  xu,  j'  =  xii  -h  u,   «M  ré(|uati()n  deviiMit,   |) 

ces  substitutions, 

X II'  -+-  a  i^y(«), 

la(|uellc  peut  se  uiellresoiis  la  l'orme 


.f    '    Il  — f  II) 

(|ni  est  eomijrise  dans  la  précédente. 
Si  l'on  avait  ré(|uation 

an  lieu  de  la  réduire  ;i  la  forme  précédente,  j'en  picudrais  les  fonctions 
primes,  ce  (|ui  me  donner.iit 

r(|u;itiou  reduclilile  a  la  l'orme 

i  ^.  y'f'Lrl  ^  „ 
X     f[y'^—y'        ' 

l't  (|ui,  en  faisant  v'  ^ //,  rentre  encore  dans  le  cas  précédent.  Avant 
trouv('' ainsi  une  (■(|iialiou  piimitiv(;  entre  r  et  a  a\('c  une  cousiaute 
arbitraire,  c'est-à-dire  entre  x  et  v',  on  chassera  v'  par  h'  moyen  de  la 
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proposée,  cl  l'on  aura  iino  {'(|ualion  enlre  ce  et  y  avec  la  constantf 
arbitraire,  laquelle  sera,  par  coiiséciuent,  l'éciuation  primitive  complète 
(le  la  proposée.  Celte  (Innll'ic  mciliode  est,  comme  l'on  voit,  une  ap- 
plication de  la  théorie  du  Cliapiire  précédent. 

50.  De  cette  manit're,  on  ramène,  comme  l'on  voit,  la  recherche  des 
fonctions  primitives  de  deux  variahles  à  celle  des  fonctions  primitives 
d'une  seule  variahle;  mais,  comme  on  n'y  parvient  ordinairement  (|M'en 
employant  pour  .r  et  }'  d'autres  vai'iahles,  comme  /  cl  //.  c'est-à-dire 
en  substituant  pour  .r  et  _v  des  fondions  données  de  /  et  ii,  il  faut 
observer,  à  l'égai'd  de  ces  substitutions,  que,  //  devenant  fonction  de  / 
en  verlu  de  l'équation  (|ui  a  lieu  enlre  x  et  y,  ces  deux  variables  de- 
vront être  aussi  regardées  comme  fonctions  de  /.  Donc,  ayant  supposé 
y=/{cc),  on  aura,  en  regai'daut  maintenant  x  et  y  comme  fonctions 
de  /,  y' ^=  x'J"  X ]  n"  16);  mais,  lorsqu'on  regarde  y  simplement 
comme  fonction  de  x,  on  a  y'=/'(.r\  comme  nous  l'avons  fait  jus- 
qu'ici: donc,  pour  passer  de  celte  hypothèse  ii  celle  oii  x  ol  y  sont 
fonctions  de  /,  il  faut  mettre  à  la  place  de  >'  la  (|uantité  ^• 

Ainsi,  ayant  à  transformer  l'équation 

on  commencera  par  la  changer  en 

y'  =  x'  V [Jr,  y); 

ensuite  on  y  substituera  pour  x,y,  x',y'  leurs  valeurs  en  /,  n  et  u\  où 
u  sera  la  fonction  prime  de  u,  regardé  comme  fonction  de  /. 

De  même,  [uii^iiiu'  y"  est  la  fonction  prime  de  y',   regardé  comme 

lonelion  de  ^r,  il  laudra  substituer  poui'  y'  la  quantité  — :,— '  c  est- 
à-dire  ^ —  ^^-i^'  Pt  ainsi  de  suite. 

Donc,  si  dans  une  é(|uation,  au  lieu  de  regarder  a- comme  fonction 
de  X,  on  voulait   lécipioquemenl   regarder  .)    c(unme  fonction  de  v. 
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alors  la  fonction  prime  tic  v  dcviiMidrait  l'iinilô,  et  l'on  v  siihsiitucrait 

,  I  ,  .r"  „  ... 

.«^implonii'nl     ,  pour  >•  , -^  pour  r  ,  et  ainsi  ilo  suite. 

51.  11  y  a,  au  reste,  une  manière  générale  de  trouver  l'équation  pri- 
mitive d'une  é(|ualion  dérivée  d'un  ordir  queleoiKiue  :  elle  consiste  à 
rendre  le  premier  memhre  de  ré(|uatioii,  (K)iit  le  second  est  zéro,  une 
l'onction  dérivée  exacte  par  le  moyen  d'un  mulliplicateur.  On  trouvera 
dans  la  Leçon  XIII  du  Calcul  des/onctions  une  démonstration  do  l'exis- 
tence de  ce  niulliplicalcur  dans  toutes  les  é(|ualioiis  dérivées  ('  );  mais 
la  l'eclierclie  en  est  le  plus  souvent  très-dillicile ,  ce  (]ui  rend  celte 
métliode  plus  curieuse  qu'utile. 

îfl.  Quant  à  la  manière  de  trouver  les  i'onctions  primitives  des  fonc- 
tions (ruiie  seule  varialile,  comme  de  F  ri  ou  de  y' F(j'),  on  sait  que, 
si  F(.rj  est  une  fonction  rationnelle  de  a-,  on  peut  toujours  la  décom- 
poser on  dilTérents  termes  de  la  forme  x'"  ou ; »   m  étant  un 

'  a  +  bx]'" 

nomhre  enlier  j)Osilif  et  (i  +  b.v   un    facleiii'  <!u   dénominateur  de   la 
fonction,   s'il  en  a  un.   Ainsi  la  iniiction  priniilive   de  V[x)  sera  coin- 

posée  d'autant  de  ternies  de  la  forme et  ^— r^ ■ »   ou  \x  si 

'  in  -+■  i  b'  i  —  ni] 

m  =  —  i,  et  - — -, SI  /w  =  i,  et  il  en  sera  de  même  de  la  lonction 

0 

primitive  de  v' F(.r)  (n"  32). 

Si  Vi-r)  contient  des  quantités  irratiounelles,  on  les  fera  disparaître 
par  des  sulislitulioiis,  ce  qui  n'est  [lossihlc  on  i^énérai.  par  les  niélliodos 
connues,  que  pour  les  radicaux  de  la  forme  \a  -h  bw  ^cx-.  Quand  il 
y  a  dans  V{x)  des  radicaux  plus  compliqués,  ou  même  quand  il  y  a 
plus  d'un  radical  de  cette  forme,  la  recherche  de  la  fonction  primitive 
devient  impossible  en  général  par  les  méthodes  connues,  et  l'on  ne 
peut  l'ohtenir  que  par  le  moyen  des  séries,  soit  en  faisant  disparaître 
les  radicaux  par  leur  résolution  en  série,  soit  en  omployaut  la  méthode 
générale  pour  le  developpomoiit  on  série  de  toute  l'onction  do.r   n"  33  . 

(<)  (/lùivns  lie  Ltigritngc,  t.  \. 
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Pour  cela,  on  siipi)osora/'(j:-)  =  ¥{x);  de  là  on  aura 

f'\y!='.F(x],    f"'[x)  =  F'\x 

Donc  la  valeur  ilc/'.r\  fonction  primitive  fie  F(.r),  sera  ii-prest'iilcc- 
ainsi, 

les  (juantités/,  F,  F',  ...  étant  les  valeurs  de /(.r),  ¥{x),  F'(.r),  ... 
lorsque  .r  =  o,  où  l'on  voit  (|ue/sera  une  constante  indéterminée. 

53.  Si,  pour  une  équation  proposée  d'un  ordre  quelconque,  on  par- 
vient à  trouver  une  équation  d'un  ordre  inférieur  qui  ne  renferme  point 
de  constantes  arbitraires  ou  qui  n'en  renferme  pas  autant  qu'il  peut  y 
en  avoir,  alors  cette  équation  ne  pourra  pas  être  regardée  comme  une 
équation  primitive  complète,  mais  elle  ne  sera  qu'un  cas  particulier 
de  cette  équation,  dans  lequel  on  aurait  donné  aux  constantes  arbi- 
traires des  valeurs  particulières. 

Mais  il  y  a  un  cas  très-étendu,  dans  lequel  il  sufRt  d'avoir  plusieurs 
valeurs  particulières  de  v  en  r  pour  pouvoir  en  obtenir  la  valeur  com- 
plète :  c'est  celui  où  l'équation  d'un  ordre  quelconque  ne  rcnferiue  les 
V,  v',  y",  ...  que  sous  la  forme  linéaire. 

Soit,  en  ellèt,  proposée  l'équation 

A  )•  H-  1$  )■■  -r-  C  )■"  —  Dy  -h . . .  —  o, 

dans  la(|uelle  A,  B,  C,  . . .  soient  des  fonctions  données  de  x  seul.  Soient 
/;,  q,  r;  ...  des  fonctions  dillerentes  de  jc  cjui,  étant  substituées  pour  v. 
satisfassent  cbacune  en  paiticulier  à  cette  écjualion.  .le  dis  (|ue  l'on 
aura,  en  général, 

)•  =  cip  -+-  hq  4-  cr  +  .  .  . , 

a,  b,  C,  ...  étant  des  constantes  arbitraires,  ce  qui  est  évident,  cai' 
celte  expression  de  >',  étant  substituée  dans  la  même  équation,  y  satis- 
fera indépendamment  des  constantes.  D'où  il  suit  que,  si  le  nombre 
des  valeurs  [laiticulii'ies/*.  y.  /■,  ...  est  égal  à  celui  de  l'ordre  de  re(|ua- 
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lion  i)i(i|ios('(',  c'fsl-ii-iliie  il  l'indice  do  la  foiicliou  (iciivrc  v  lit  |iliis 
«•Irvcc,  i»ii  ;uira  rcxprcssioii  ((impli'tc  de  v.  I, "analyse  du  ii"  '•  'i  loiirnit 
un  exemple  de  celte  niélhode. 

.Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  alors  trouver  aussi  la  valeur  eonipli'le  de  y, 
<|ni  satisfera  à  ré(|ualion 

Aj+ !?.)■' +(:j"H-...=  X, 

X  élaul  aussi  une  fonction  quelconque  de  .r. 

C.oinuie  celte  niélhode  est  une  des  plus  utiles  dans  ee  genre  d'analyse, 
je  crois  devoir  l'exposor  ici  en  peu  de  mots. 

.■)').  Sup|)osons  (|ue  l'équation  projiosée  soil  du  Iroisii'ine  ordre;  on 
verra  aisément  que  la  inélliode  est  généiale  pour  un  ordre  (|uelcon(|ue. 
Soil  donc  l'équalion 

et  soient/;,  (/,  /•  Irois  valeurs  dillérenles  et  particulii'res  de  )■  et  .)  (|ui 
satisfassent  à  l'écpialiou 

A;- -*-  B_>-'  -h  C)" 4- /"  =  o, 

eu  sorte  (|ue  Von  ail 

\j>  -+-  Wji'  +  V.p"  -^~  jj'"  ^  o, 

\q  -T-  liq'  -+-  Cq"  -i-  q"'=  o, 

A/'  +  B/'  4-  Cr"  -i-  /■'"=  o. 

Supposons  v  =  a/j-H /></  + cr,  cl  regardons  a,  h,  c  comme  Irois  fonc- 
licms  inconnues  de  .r  qu'il  s'agira  de  déterminer;  en  picnanl  les  fone- 
liiMis  primes,  secondes  (d  tierces  de  v,  on  aura  d'aliord 

y'  =r  fij)'  -t-  hq'  -r  (•/  '  +  pn'  -I-  (jh'  4   rc' . 

Je  SU p|)Ose /^a' -(-'//''  + /c'^  o;  j'aurai  simplcmenl 

y'  =  ap'  4-  hq'  -v-  cr' . 

De  lii,  en  preiianl  de  nouveau  les  fondions  pi-imes,  j'aurai 

)■"  ^  ap"  -i-  bq"  -+-  Cl''  -h  a'p'  ^   h'ij'  -(-  v.'r'. 
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Je  suppose  (leroclief«y/+ //7'4-r>'  =  o;  j'aurai  siiiiplciiiciil 
y  .-iïp"i-  l>'i"  -h  ir", 

d'où  je  lire,  en  prenant,  encore  les  fonctions  primes, 

t'"—  rij)'"  -h  hij'"  -+-  cr'"  -+-  a'p"  -+-  b'q"  -+-  t:'r". 

Je  suhsliliie  maintenant  les  valeurs  de  v,  v',  y"  et  v  '  dans  re(|iialion 

proposée;  il  est  visihie  (|iie.  [lar  la  naltiri;  des  quantités  /^  <y,  /■,   les 

termes  qui  contiendront   a,  h,  c  se   détruironi,   el    il   ne   resîei'a  (|ue 

l'équation 

ap"  +  b'q"  -T-  Cl'  =  X, 

(|ui,  étant  eoiiiltinée  avec  les  deux  équations  supposées 

a'[)  4-  b'q  4-  c'v  =  o, 
a'  ji'  +  b'q'  -\-  c'i'  =  o, 

servira  à  déterminer  les  trois  ([iianlités  a',  h' ,  c'.  les  (|nan(ites  /;.  y,  / 
et  leurs  fonctions  [)rimes  et  secondes  étant  connues,  ainsi  que  la  (|uan- 
tité  X. 

Supposons  donc  qu'on  ait  li'onve  a'  ;=  P,  //  =  Q.  c'  =  H  ;  ces  ([iiantilo 
P,  Q,  R  étant  des  fondions  connues  de  ,r,  il  n'y  aui'a  (|u"ii  les  regardci' 
comme  des  fonctions  primes  el  en  chercher  les  fondions  primitives, 
qui  contiendront  chacune  une  constante  arbitraire;  (|ui  pourra  lui  élic 
ajoutée.  On  aura  ainsi  les  valeurs  des  inconnues  «,  h,  c,  ^\\\\^\\  suhsli- 
tnera  ensuite  dans  l'expression  de  v. 

55.  l.ors(|ue  re(|uatioH  n'est  (|iu'  ilu  premier  ordre,  on  n'a  liesoin 
que  d'une  valeur />,  et  l'on  peut  loiijoiirs  la  trouver,  car  on  a  alors 
l'équation 

\l>     \    l>'=:0, 

à  laquelle  satisfait  cette  valeur  p=^c~^\  M  étant  la  foiidimi  primilivi' 
de  A,  de  manière  que  ÎM'  — A,  et  e  dénotant  tonjoiii's  le  nond)re  deuil 
le  logarithme  hyperl)oli(|ne  esl  l'unité;  en  elle!,  on  aura,  eu  pii'uanl 
les  fondions  primes. 
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l'oiir  les  t'(|iiali(>iis  il'iiu  ordre  >ii|)fririir  ;ni  prciiiiri-.  il  n'y  ;i  |);is  de 

mt'tliodf  i,HMici';ili'  junir  ti'oiivcr   l<s   valeurs  de  /^  y ;i  iiiiiiii>  (|ue 

ii'S  ciiellieieiits  A,  15.  ("..  ...  ne  soieiil  ediislaiils.  Mais,  dans  ce  cas,  il 
e>t  aise  de  les  lioiiver.  car  il  n'v  a  (|ir,'i  sii|i|toser /)  r"" .  m  étani  une 
eiiiistaiile  iiideleriuiiiee:  on  auia 


dmie  I  e(|iiatiini 
de\  ieiidra 


p  --  me'"-',  p  -  in'-e'"', 
.\p^-np'  •  C//  -.!);/«-. 
A    •    Km  ~-Cm'--i-  l)/H'-f-.. 


latuiellc  sera,  liéiiéraleineiil  parlant,  d'un  deiiré  éf;al  il  l'ordre  de 
l'éiinalion  proposée.  l-]lle  aura  doue  autant  de  racines  (ju'il  y  a  d'unilés 
dans  ce  deijré,  cl,  si  l'on  desii;ne  ces  racines  par  ///,  fi u  aura 

p  =  e'"'',     q  —  e"  '',      .... 

de  soiic  (|ue,  dans  ce  cas,  la  <lii'liciille  est  icduilc  ii  la  l'csolulioii  des 
e(|U;itions. 

.")().  On  peu!  souM'Ut  rendre  linéaires  des  c(|ualioiis  (|ni  ne  le  sont 
pas,  par  le  moyen  {\v^  sulislitiilions,  et,  comme  celle  Irausl'orniation 
est  toujours  avantai;eiise,  voici  deux  cas  Iri's-clciuins  ou  elle  réussit. 

I.e  premier  est  celui  de  re(|nation 

i|ui  est  plus  iiénér.ilc  (|uc  celle  (|ue  nous  n\iins  traitée  ei-ilessns  n"  ')\  ]. 
Jeu  picuds  d'aiior'd  les  loueti(Uis  |)rimes:  j'ai 

je  lais  v' =  r,  et  par  consé(|tn'nt  y"--  "':  j'ai 

ii|u;itiipn  du  pieuiier-  ordie  en  i  cl  z,  oii  z  esl  censé  l'om  tiou  de  r. 
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Maintenant  je  regarde  a- comme  une  fonction  de  ;;  il  faudra  mettre 
—.  à  la  place  de  z  (n"  50j,  et  il  viendra  l'équation 

^/'i2)-^-[/i-)-2]x'  +  F'(<i=o, 

qui  est,  comme  l'on  voit,  du  premier  ordre  et  linéaire  en  x.  On  pourra 
donc,  par  la  méthode  précédente,  en  trouver  l'équation  primitive  en  j:- 
et  z\  mais  la  proposée,  par  la  substitution  de  :  au  lieu  de/',  devient 

r=.r/,--;  +  F(2); 

éliminant  donc  z  de  ces  deux  équations,  on  aura  une  équation  en  a- 
et  j,  qui  sera  l'équation  primitive  de  l'écjuation  proposée. 
Le  second  cas  est  celui  de  l'équation 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  .r.  Ici  je  fais /=  ^»  ce  qui  donne 

,__  ^        z'-        ^'M' 
^' ~  Mz       M:-       M^s' 

substituant  ces  valeurs  et  multipliant  par  Mr,  l'équation  devient 

qui  est,  comme  l'on  voit,  du  second  ordre,  mais  linéaire  par  rapport 
à  ::. 

Supposons  qu'on  ait  trouvé  d'une  manière  quelconque  deux  valeurs 
particulières  de  y  en  .r,  c'est-à-dire  sans  constante  arbitraire,  (jue  nous 

dénoterons  paryo  et  q.  Pour  la  valeur />,  on  aura  j^p  =/^  d'où  l'on  tire 

z  =  e'',  en  dénotant  par  P  la  fonction  primitive  de  ^M:   on  aura  de 

même,  pour  la  valeur  </,  :;  =  e*-',  Q  étant  la  fonction  primitive  de  7M. 

Ayant  ainsi  deux  valeurs  particulières  de  3.  on  aura  la  valeur  complète 

(n°  53) 

;  =  rte"^  -T-  he'i, 

IX  '4 
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<t  et  h  étant  doiw  coiistaiitcs  arliitiaiics;  donc,  puisque  y  =  ."-  et  (|Ut 
V  :=:p'Sl,  Q'  —  i/M,  on  aura  celle  valeur  complète  de  )', 


ape''  -+-  hiie^ 


...  ,.  .  /' 

c  e.>^l-a-(lii'e,  en  taisant  -  =  c, 


p  ■+-  cqe*i~^' 
i  +  ce*^-'' 


où  r  est  la  coiislanle  arhidaire. 

Par  exemple,  si  N=  -  mM,  m  élaiit  une  couslanle,  il  est  aisé  de 
voir  (jue  l'on  satisfera  à  la  proposée  en  )'  en  l'aisaiit  v  -v"^i'l.  î» 
cause  (le  l'ambiguïté  du  radical,  ou  aura 

p~\m,     q     .-s'm; 
donc,  iiomuiani  L  la  loue  lion  primitive  de  .M,  on  aura 

li  la  valeur  compli-le  de  y  sera 

(i  —  c-e--'-*"")  V'» 

\\\  reste,  dans  ce  cas,  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  loi  nie 

-^ 1-  M  :-^  O, 

y-  —  '« 

i)ii  les  variables  x  et  v  sont  séparées,  cl  dont  ou  peut  trouver  l'écjua- 
lion  primitive,  comme  nous  l'avons  moniré  plus  liaul. 

.")".  I.ors(|uc  ré(|ualion  proposée  n'est  [tas  linéaire  en  v,  v',  y".  ... 
1)11  qu'elle  n'est  pas  comprise  sous  la  l'orme  pi'écédcule,  je  ne  connais 
aucune  métliode  générale  pour  com|)lélcr  les  valeurs  |)arliculii'res  de  v 
(|n'on  aurait  trouvées;  mais  on  y  peut  toujours  parvenir  |)ar  le  moyi'U 
des  séries. 
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Supposons,  en  cfFel,  que,  pour  une  équation  du  picuiicr  ordre  en  x, 
jet  j',  la  valeur  complète  de/  soit /(a-,  a"),  a  étant  la  constante  arbi- 
traire. En  donnant  à  a  une  valeur  parliculii're  /i ,  la  (|i!aulilé /(a;,  a ) 
deviendra  une  valeur  particulière  dey,  (|ue  nous  nouunerous />  et  que 
nous  supposerons  connue  d'une  manière  (juelconque.  Faisons  mainte- 
nant a  =  /i-i-i,  et  développons  la  l'onction /(.r,  h-i-i)  en  série  ascen- 
dante suivant  les  puissances  de  i;  le  premier  ternie  ■aqva  /  x,  h)=p, 
et  les  autres  termes  seront  de  la  forme  qi-h  ri'-  +. . .,  q,  r,  ...  étant  des 
fonctions  de  ir.  Si  l'on  substitue  cette  expression  de  j'  dans  récjiialiou 
donnée  du  premier  ordre,  il  faudra  qu'elle  se  vérifie  indépeiidaïuuienl 
de  la  constante  i,  qui  doit  demeurer  arbitraire. 

Soit  donc 

y'  =:V  ' X,  y) 

l'équation  du  premier  ordre  à  laquelle  satisfait  la  valeur  particulière 
y:=p;  on  aura,  d'après  cette  condition, 

p'==F{.r,  p). 

Substituons  pour  j>'  la  série /j  -i-  iq  -h  i'-r-h. . .,  et  développons  aussi 
la  fonction  ¥{œ,y)  en  série  suivant  les  puissances  de  /;  si  l'on  dénote 
simplement  par  F'(j),  F"(y),  ...  les  fonctions  primes,  secondes,  etc. 
de  F{x,y)  prises  relativement  à _y  seul,  et  (ju'on  fasse,  pour  abréger. 
o  =  iq  -t-rr  +  . . .,  on  aura,  par  la  théorie  exposée  plus  haut  sur  le  dé- 
veloppement des  fonctions, 

V{x,  J-)  --  F;.r,  i>]  +  o  F'{p)  H V"[p)  +  •  .  •  • 

D'un  autre  côté,  on  aura,  eu  prenant  les  fonctions  primes, 

r'  =  p'  +  ij'i  -r  ;■'/'-  +  .  . .  ; 

donc,  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ^v'—- F(a:-,j)  et  ordon- 
nant les  fermes  suivant  les  puissances  de  /,  on  aura,  à  cause  de 
p'  =  ¥{x,p), 

iq'  -h  /'-/•'  -1-  .  -   —  iq  F'(/>)  -+-  i-    rF'{p]  -H  J^  f"(p)    -    ■    ■  ' 
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d'où  l'on  tire,  par  la  comparaison  des  termes  afl'eclés  des  mêmes  puis- 
sances de  /,  les  équations  suivantes  : 

q'=q¥'[p),     r'  =  rF'{p)  +  i^F"{p) 

(|ni  serviront  à  déterminer  successivement  tontes  les  inconniicsy,  /•,  .... 

Comme  les  ([uantités  F'{p),  F'{p),  ...  sont  des  fondions  données 
de  .r,  il  est  visible  qu'on  n'aura  pour  ces  inconnues  (|ue  des  c(|nations 
linéaires  du  premier  ordre,  susceptibles  de  la  métbode  du  n°55;  il  ne 
sera  pas  nuMue  nécessaire  d'avoir  les  valeurs  coni[)li'tcs  de  q,  r,  ...,  il 
suffira  d'avoir  des  valeurs  queIcon((ues  qui  satisfassent  à  ces  é(]uations 
de  condition. 

Ayant  ainsi  déterminé  les  valeurs  des  quantités  q,  r,  s,  . . .,  on  aura 
cette  valeur  compli-te  de  t, 

)   irr  p  -i-  iq  -^-  i-2 ,.  ^       ^ 

dans  la(|uelle  i  sera  la  constante  arbitraire  qui  manquait  à  la  valeur 
particulière  y  p.  Cette  valeur  sera  à  la  vérité  exprimée  par  une  série, 
mais  la  convergence  de  cette  série  ne  dépendra  que  de  la  valeur  de  la 
constante  /. 

Cette  méthode  est  aussi  applicable,  avec  l'extension  convenable,  aux 
équations  des  ordres  supérieurs  au  premier;  mais  les  équations  qu'on 
trouvera  pour  la  détermination  des  fonctions  inconnues  seront  du  même 
ordre,  et  par  conséquent  on  ne  pourra  trouver,  en  général,  les  valeurs 
de  ces  fonctions  que  dans  le  cas  où  les  coefficients  seront  constants. 

Au  reste,  cette  méthode  est  le  fondement  des  solutions  des  princi- 
paux problèmes  de  la  théo,rie  des  planètes.  Comme  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  qu'on  doit  regarder  comme  des  constantes  arbitraires 
sont  fort  petites,  et  que  l'efTet  des  attractions  est  aussi  très-petit,  le 
cercle  fournit  d'abord  des  valeurs  particulières,  et  l'on  complète  en- 
suite ces  valeurs  par  des  séries  (jui  procèdent  suivant  les  |)uissances 
de  ces  constantes  très-petites. 
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CHAPITRE  IX. 


DES    VALEURS     SINGULIÈRES     OlI    NE     SONT    PAS    COMPRISES    DANS    LES     ÉOIATIONS 
PRIMITIVES    COMPLÈTES.    DES    ÉQUATIONS    PRIMITIVES    SINGULIÈRES. 


58.  La  métliode  que  nous  venons  d'exposer  pour  trouver  l'équation 
primitive  par  le  moyen  des  séries  est  fondée  sur  la  supposition  que 
toute  fonetion  F{x,  y)  de  deux  variables  x,  y  puisse  toujours,  par  la 
substitution  de/»  -h qi ^ rP  -h . . .  à  la  place  de  r,  se  développer  en  une 
série  ascendante  suivant  les  puissances  entières  de  i;  mais,  comme 
cette  série  résulte  du  développement  d'une  fonction  de  j-i-o,  en  fai- 
sant o  —  gi-r-ri--i-...  et  donnant  à  y  une  valeur  particulière />,  il 
s'ensuit  de  la  théorie  que  nous  avons  donnée  dans  le  Chapitre  V  que 
ce  développement  pourrait  contenir  des  puissances  fractionnaires  ou 
négatives  de  o,  auquel  cas  la  série  dont  il  s'agit  contiendrait  nécessai- 
rement de  pareilles  puissances  de  i.  Alors  la  série  qui  doit  représenter 
la  valeur  de  y  pourra  ne  plus  avoir  la  même  forme;  mais,  comme 
y^f[x,  a),  et  qu'on  suppose  a=/i-hi  et  p=f{œ,  h  ,  le  premier 
terme  sera  toujours  p  et  le  second  pourra  encore  être  supposé  de  la 
forme  qi,  car,  s'il  était  de  la  forme  qi",  n  étant  un  exposant  quel- 
conque, il  n'y  aurait  qu'à  suhsliluer  i"  à  la  place  de  i  et  supposer  que  a 

devienne  h  -i-  /",  ce  qui  est  indifférent,  puisqu'on  regarde  /comme  une 
constante  arbitraire;  mais  les  termes  suivants  pourront  être  de  la  forme 
ri"'  -+- si''  -f- . . . ,  où  m  devra  être  >  i ,  «  >  /»,  . . . ,  par  hypothèse. 
Substituant  donc,  dans  Y{x,y),  pour  t,  la  série 

p  -h  qi  -h  ri'"  -+-  si"  —  .  .  . . 
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cl  (K'vcloppant  suivant  les  puissances  ascendantes  de  /,  un  aura  une 
série  <K'  cet  le  l'orun' 

F(x,  />  :  -1-  P/;'  +  Qr-t- . . ., 

y.  j'tant  dilléreiit  de  l'unité,  v  >  y.,  ...,  et  I',  O.  ...  étant  des  fonc- 
tions données  de  ,r.  Donc  l'équation 

r'  =  T[x,r] 

deviendra,  par  ces  substitutions, 

iij '  -I-  /'"  r'  -4-  ('" i'  -t- .  .  .  -=  P  !■'  -I-  Q  /'+... , 

l;H|nelie  devra  se  vériiiei-  indépendamment  de  la  valeur  de  /. 

Doue,   si  y.  >•>  on   pourra  l'aire  q' --=  o,  «i  =  y.  et  /•'  =  !*,   ensuite 

n=^,  s=Q Ainsi,  on  aura  d'abord  q  égal  à  une  constante,  ou 

plus  simplement  q  =  \;  ensuite,  comme  P  ne  dépend  que  de  q  et  de  x, 
on  trouvera  la  valeur  de  r  en  prenant  la  lonelion  primitive  de  P,  el 
ainsi  de  suite. 

5!).  .Mais  si  ;;.<i,  alors  il  sera  impossible  de  satisfaire  à  récpiation 
de  manière  que  /  demeure  une  constante  arbitraire,  el  l'on  devra  en 
conclure  (|ue  la  valeur  particulii-re  p,  ne  pouvant  pas  être  complétée 
ainsi,  ne  sauiail  être  contenue  dans  l'expression  générale /(.r,  a),  qui 
représente  la  valeur  complète  àc  y. 

-Maintenant  il  est  visible  que,  quel  (|ue  puisse  être  le  premier  terme 
Vi'  du  developpeiiieul  de  Fir,  y)  par  la  siiiislilulion  t\v  p  +  qi-+n"'  + ... 
à  la  place  de/,  il  ne  [)eut  venir  que  des  termes  p-hqi,  de  sorte  qu'il 
sera  le  même  que  si  l'on  substituait  simplement/;  +  qil\  la  place  de  j'. 
Doni'  le  développement  de  ¥(x,y)  par  la  substitution  dcp  +  o  à  la  placi- 
de y  sera  V{x,p]-i ~  H-...;  donc,  puiscjuc  la  série  résultante  de  ce 

développement  contient  un  ternie  allecté  de  o''-,  où  [j.  est  >o  et  <  i, 
il  s'ensuit  de  la  ibéorie  donnée  au  n"  29  que  la  fonction  prime  V'{y) 
devra  devenir  iiitinic  lorsque  y^^p. 

De  là  on  lire  cette  conclusion  (|ue  la  valeiii'  particulière />  ne  pourra 
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pas  être  contenue  dans  Texpression  eoniplète  i\v  y  si  cette  valeur  rcml 
la  fonction  F'(jj  infinie,  e'est-à-din  la  lonelion  ^7^  nulle. 

*  [ri 

Réciproquement  doue,  l'équation  =3^  =  o  donnera  toutes  les  va- 

leurs  de  V  qui,  pouvant  satisfaire  à  l'équation  j'=F;\r,  j)  comme 
valeurs  particulières,  ne  seront  pas  renfermées  dans  la  valeur  com- 
plète. On  pourra  appeler  ces  valeurs  valeurs  singulières,  pour  les  dis- 
tinguer des  autres,  et,  en  général,  on  pourra  appeler  éfjuation  primilii'c 
singulière  toute  équation  en  .r  et  y  qui  satisfera  à  une  équation  du 
premier  ordre  entre  x,y  ety',  ou  à  une  équation  d'un  ordre  supérieur, 
et  qui  ne  sera  pas  comprise  dans  l'équation  primitive  complète,  c'est- 
à-dire  qui  ne  sera  pas  un  cas  particulier  de  cette  équation. 

60.  Nous  venons  de  voir  qu'il  y  a  une  espèce  d'équalions  {|ui  peuvent 
satisfaire  à  des  équations  d'un  ordre  supérieur  et  qui  ne  satisfont  pas 
aux  équations  d'où  celles-ci  peuvent  être  dérivées,  parce  (ju'ellcs  ne 
sont  pas  renfermées  dans  les  équations  complètes  d'un  ordre  inférieur 
à  celles-ci.  Ces  équations  ne  forment  pas  une  exception  à  la  théorie 
générale  exposée  plus  haut  (n°  46),  mais  elles  résultent  d'une  consi- 
dération particulière  dans  la  manière  dont  les  équations  d'un  ordi'e 
supérieur  sont  dérivées  par  l'élimination  des  constantes.  En  ell'et,  on 
y  a  vu  que  les  deux  équations  F  [x,  y)  =  o  et  ¥{x,  y)'  =  o  donnent,  par 
l'élimination  d'une  constante  a,  une  équation  dérivée  du  premier  ordre 
entre  .a7,j  etj',  dont  F[a-,  y)=^o  sera  ré(|uatiou  primitive. 

Or  il  est  évident  que  le  résultat  de  cette  élimination  serait  le  même 
si  la  quantité  a,  au  lieu  d'être  constante,  était  une  fonction  quelconque 
de  x;  mais,  dans  ce  cas,  la  fonction  prime  de  F(,r,  j')  ne  serait  plus 
simplement  F(a7,  vj' :  elle  contiendrait  de  plus  une  partie  provenant 
de  la  variation  de  a,  et,  si  l'on  désigne  par  F'irt)  la  fonction  prime  de 
V[x,y)  prise  relativement  à  la  variahie  a,  on  aura  a'V'[a)  pour  la 
partie  dont  il  s'agit,  a'  étant  la  fonction  prime  île  a  regardé  comme 
fonction  do  x. 

-Vinsi,  dans  le  cas  où  a  serait  fonction  de    ),  l'équation  [uime  de 
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F( j:,  y)  =  o  serait 

F(a-,  r)'-t- «' I""(a)  =  o; 

donc,  pour  (|ii'('lle  se  rc'tliiisc  à  F(a;,  j)'=o,  coiiimo  dans  le  cas  de  a 
lonslanle,  il  l'audra  que  l'on  ait  V'{a)  =  o,  équation  qui  servira  à  déter- 
miner la  valeur  de  n,  et  qui  n'est  autre  eliosc,  eomme  l'on  voit,  que 
l'équation  prime  de  i'équalicui  primitive,  prise  relativement  à  a,  d'où 
il  s'ensuit  que,  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  a  dans  l'équation  pri- 
mitive V{x,y)  =  o,  on  aura  une  équation  en  x  et  y,  qui  satisfera  éga- 
Irmeut  à  l'équation  du  premier  ordre  et  (|ui  ne  sera  pas  renfermée 
dans  1  équation  primitive,  où  a  est  la  constante  arbitraire. 

On  pourra  appliquer  la  même  théorie  aux  équations  des  ordres  supé- 
rieurs et  en  déduire  des  conclusions  semblables. 

61.  Pour  voir  maintenant  si  ré(|Uiilion  (|ui  résulte  de  cette  considé- 
ration est  la  même  (|ue  l'éciuatiou  primitive  singulière,  déduite  de 
l'analvse  précédente,  supposons,  eomme  plus  haut  (n"  58),  que  ré(|ua- 
tion  du  premier  ordre  soit  réduite  à  la  ïoime  y' =:F(x,  y)  et  que  son 
équation  primitive  compli'te  soit  v:=/(a7,  a),  a  étant  la  constante  arbi- 
traire. Pour  en  déduire  ré(|natiou  primitive  où  a  est  variable,  on  prendra 
l'équation  prime  relativement  à  a  seul,  et,  si  l'on  désigne  paro(a7,  a] 
la  fonction  i)iime  dey(j:,  a)  prise  relativement  à  a,  ou  aura  <p(.r,  a)  =  o, 
d'où  l'on  tirera  a,  qu'on  substituera  dans /(.r,  a),  et  l'on  aura  une 
valeur  particulière  de  v  qui  satisfera  aussi  à  la  proposée  du  premier 
ordre.  Nous  appellerons/?  celle  valeur  particulière,  comme  dans  le  nu- 
méro cité. 

."Maintenant,  puisque  la  valeur  complète/(.r,  a)  de  j  doit  satisfaire  à 
l'équation  y' =  F(a?,j)  quelli'  (|ue  soit  la  constante  a,  il  s'ensuit  (|ue, 
en  faisant  la  substitution,  I  é(|uation  résultante 

f'\x,  a]  -;  V[x,  f[x,  a)\ 

devra  avoir  lieu  (luelle  que  soit  la  valeur  de  a.  Par  conséquent,  son 
é(juation  prime,  prise  relativement  ii  a  regardée  comme  seule  variable, 
devra  avoir  lieu  aussi  (juelle  (|ue  soit  la  valeur  de  a  (n"  17). 
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Puis(nic/'(j-,  a)  est  la  fonction  prime  dc/i^r,  a)  prise  relalivcinenl 
\\x,  la  fonction  prime  (h;  celle-ci  |)rise  icialivement  à  a  sera  donc  la 
fonction  seconde  dey'(ir,  a),  prise  d'abord  relativement  à  ^  et  ensuite 
relativement  à  a,  laquelle  est  la  même  chose,  eonnne  nous  le  démon- 
trerons plus  bas,  que  la  l'onction  seconde  de /(a;,  «)  prise  d'abord 
relativement  à  a  et  ensuite  relativement  à  x.  Ainsi,  ayant  désigné  par 
çp(a7,  a)  la  fonction  prime  Aiif[x,  a)  par  rapport  à  a,  on  aura  "^'{x,  a) 
pour  la  fonction  prin)e  (ley'(a-,  a)  prise  également  par  rapport  à  «, 
les  traits  appliqués  aux  caractéristiques/et  9  ne  se  ra[)portanl  (ju'à  la 
variable  x. 

A  l'égard  de  la  fonction  Y\x,f[x,  a)],  comme  elle  résulte  de  la 
sulistitution  de/(a-,  a)  à  la  place  de  j  dansF(a-,j),  sa  fonction  prime 
relativement  à  a  sera  exprimée  par  F'(j).9(a7,  a)  (11°  16),  puisque 
nous  avons  désigné  par  F(  }-)  la  fonction  prime  de  V[x,y)  relativement 
à  y.  et  par  o(^,  a)  la  fonction  prime  de /(a-,  a)  ou  y  relativement  à  a. 

Donc  l'équation  prime  de  l'équation 

f\x,a)  =  Y[x,y) 
prise  relativement  à  a  sera 

o'i  a-,  a)  =  Y'[y] -oix,  a]. 


d'oii  l'on  tire 


F'(r) 


9  (.r,  a) 


Or  nous  venons  de  trouver  (lue,  pour  avoir  la  valeur  paiticuli('re/>. 
il  faut  substituer  dans  /(.r,  a)  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation 
<p(a:,  rt)  =  o.  Dénotons  par  X  cette  valeur  de  a,  qui  sera  une  fonction 
de  x;  la  fonction  o[x,  a)  aura  cette  forme 


V(X- 


m  étant  >o,  et  V  étant  une  fonction  de  x  ([ui  ne  deviendra  ni  nulle 
ni  inlinie  lorscjue  «  =  X;  on  tirera  de  là 


^'[x,  a]  ~  V'(X- 


mVX'IX- 


IX. 
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Doiu'  on  aura 

F(v-^  =  X:^.JÎl2^. 

Maisj  devient/^  lorsque  a~\;  donc  F  (  v)  (U'vicndia  infini  lors- 
que Y=^p,  comme  dans  le  cas  du  n"  59.  Ainsi  les  deux  niélliodes  des 
n°*  58  et  (50  conduisent  aux  mêmes  résultats  et  donnent  les  mêmes 
valeurs  sinsulitTcs  ;  mais  la  seconde  a  l'avantage  d'être  plus  directe  et 
lie  donner  la  vraie  niétajdiysiciue  de  cette  espèce  de  paradoxe. 

02.  Supposons,  pour  donner  un  exemple,  (|ne  l'équalion  primitive 

soit 

X-  —  lay  —  a-  —  i-=  o; 

en  prenant  les  fonctions  primes,  on  aura  l'équation  prime 

X  —  a y  =  I)  ; 

éliminant  a  par  le  moyen  de  l'équation  primitive,  on  aura  ré(juation 
(lu  premier  ordre 


•*■-  (— r+  \lx-  +  y-—b--)y^—o, 

dont  celle-là  sera  l'équation  primitive  complète,  a  étant  la  constante 
arl)itraire. 

-Maintenant,  si  l'on  prend  la  fonction  prime  de  la  mémo  équation 

x-  —  -y.ay  —  a'-—  i-  =  o 

relativement  à  la  quantité  a  regardée  comme  une  fonction  de  a-,  on 

a  u  ra 

—  i[y-^  a]a'=  o, 

ce  qui  donne 

y -r-  a  =  o,     a^  —  y, 

et,  substituant  cette  valeur  dans  la  même  é(|uation  primitive,  on  aura 

X-  -i-  y-  —  ly-  =  o. 

C^eltc  équation  satisfera  par  consé({uent  aussi  à  la  même  équation  du 
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pifinier  ordre,  ce  qui  est  aisé  à  véiifier,  car  elle  donne 

>■■-  =  b-  —  x-     cl    yy  =  —  a:, 
valeurs  qui,  étant  substituées  dans  la  quantité 


x^yy'  —  y  \x-  +  y'  —  i)-, 

la  rendent  identiquement  nulle.  Ce  sera  donc  l'équation  primitive  sin- 
gulière. 

En  effet,  suivant  la  théorie  du  n°  61,  on  aura,  dans  le  cas  présent. 


Y[x,y)  — --    ei    /7  =  vY»-— ^-; 

-y-^s^-^y--^'- 

donc,  en  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  v  seul,  on  trou- 
vera 

F'frl  = '^  -^=y 

[.~y^\x--^y--b-)\x--^y--b- 

quantité  qui  devient  inlinie,  comme  l'on  voit,  par  la  supposition  de 

63.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 
j'  =  F(j)  et  que  la  fonction  F(  v)  de  r  soit  telle  qu'elle  devienne  nulle 
lorsque  y  est  égal  à  une  constante  donnée  h\  il  est  visible  que  cette 
valeur  de  j  satisfera  à  l'équation,  car  j  =  ^  donne  aussi, v'  =  o.  On 
demande  si  cette  valeur  de.v  est  une  valeur  particulière  comprise  dans 
la  valeur  complète  ou  bien  si  ce  n'est  qu'une  valeur  singulière.  On 
prendra  la  fonction  prime  de  F(7),  et,  si  F'(j)  devient  intini  lorsque 
j=  6,  la  valeur  i  ne  sera  qu'une  valeur  singulière;  sinon,  elle  sera  une 
valeur  particulière. 

Soit 

F(r)  =  K(j-6)"'. 

m  étant  >o  et  K  une  constante;  on  aura 

F'(j)  =  mK(/— i)'"-', 
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quantité  (|iii  deviciil  iiitiiiio  lorsque  m<^i;  donc  la  valeur;»'  />  sera 
une  valeur  siugulii-re  si  w  >■  o  et  <^  i,  et  une  simple  valeur  par'lieu- 
lièro  si  ni  =  ou  >•  i .  En  elVet,  ré(|ualion 

y  =^K[r  —  h)"', 

étant  divisée  par  [y —  h)"'  el  mise  sous  la  forme 

(.r-6)"'/-K^.o. 

a  pour  é(|uation  primitive 

I  —  m 

a  étant  la  constante  arbitraire,  d'où  l'on  tire 

I 

j=  i  +  [(m  -  i)  (rt  +  Kx)f^\ 

Done,  pour  que  l'on  ail  r=  b,  il  faudra  (|iie  la  quantité  («  +  Ka7)'~"* 

dcvieruie  nulle.  Or,  si  w>  o  et  <  t,  l'exposant sera  positif;  par 

conséquent,  il  sera  impossible  de  donner  à  a  une  valeur  qui  fasse  éva- 
nouir la  (|uantité  dont  il  s'agit.  ;\Fais  si  w  >  i ,  alors,  l'exposant  — ^ — 

I 
devenant  négatif,  la  quantité  (a  +  Ko?)'"'"  deviendra  nulle  lorsque  a 

sera  infini;  car,  faisant  a=  -,  cette  quantité  deviendra 


[H-Kcar)"'-' 


laquelle  devient  zéro  lorsque  r  =  o. 

La  même  cbose  a  lieu  Iors([ue  m  =  t;  alors  l'équation  primitive  con- 
tient des  logaritlimes  ou  des  exponentielles,  car  on  a 


et.  divisant  par  v  —  b. 


y=\i[y—b) 


A:-K-o, 
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tlonl  réqiiiitioii  piiniitivo  est 

\{y  —  b)  —  Kx  =z\a, 
(loii  l'on  tire 

e  étant  le  nombre  doul  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité  et  a  la 
constante  arbitraire.  Ici  il  est  évident  qu'en  faisant  a  égal  à  zéro  on 
auraj'  =  è. 
Supposons  encore 

F(r)  =  vV, 

Y  étant  une  fonction  de  v  qui  devienne  nulle  lorsque  y  —  b;  on  aura 

"'■'■'■' =  ;;Vï^ 

donc,  puisque  Y  devient  nul  lorsque  j=  A,  si  Y'  ne  devient  pas  nul 
en  même  temps,  F'(j)  deviendra  alors  infini  et  la  valeur 7=  b  ne  sera 
qu'une  valeur  singulière.  Donc,  pour  que  cette  valeur  soit  une  simple 
valeur  particulière,  il  faudra  que  Y'  devienne  nul  en  même  temps 
que  Y,  en  faisant  y  = />. 

Cette  théorie  des  équations  primitives  singulières  est  présentée 
d'une  manière  plus  générale  et  avec  de  nouveaux  détails  dans  les 
Leçons  XIV,  XV,  XVI  et  XVII  sur  le  Calcul  des  fonctions  y'),  auxquelles 
nous  renvoyons  les  lecteurs  qui  désireraient  approfondir  davantage  ce 
point  d'Analyse. 

(*)  OEurics  de  Ldgmiigc,  t.  X. 
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CHAPITRE  X. 

DE  l'emploi  des  FONCTIONS  DÉRIVÉES  DANS  l' ANALYSE  ET  DE  LA  DÉTERMINATION 
DES  CONSTANTES  AUBITRAIUES.  APPLICATION  A  LA  SOMMATION  DES  SUITES  ET  A 
LA    IlÉSOLLTION    DES  ÉyiATlONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


6i.  Par  les  principes  que  nous  venons  (rélablir  à  l'égard  des  con- 
stantes arhilraii'cs,  on  voit  que  ces  constantes  forment  la  liaison  entre 
les  équations  primitives  et  les  équations  dérivées;  celles-ci  sont  par 
elles-mêmes  plus  générales  que  les  équations  d'où  elles  dérivent,  à 
raison  des  constantes  qui  ont  disparu  ou  (jui  peuvent  avoir  disparu; 
elles  équivalent  proprement  à  toutes  les  équations  primitives  (|ui  ne 
diiïéreraient  entre  elles  que  par  les  valeurs  de  ces  constantes. 

On  pcul  doue  toujours  passer  d'une  équation  regardée  comme  pri- 
mitive à  une  de  ses  dérivées  d'un  ordre  (juelcon(|ue,  et  réciproquement 
revenir  de  celle-ci  à  celle-là,  pourvu  que  cette  dernière  opéralion  intro- 
duise toujours  des  constantes  arbitraires  et  cpTon  ait  soin  de  déter- 
miner ces  constantes  d'une  manièri;  conforme  à  l'équation  primitive, 
comme  nous  en  avons  déjà  donné  des  exemples  (n"'  49  et  suivants). 
Avec  cette  attention,  on  pourra  employer  dans  l'Analyse  les  opérations 
relatives  aux  Ibnctions,  comme  on  y  emploie  les  opérations  ordinaires 
d'Algidjie. 

Ainsi,  ayant  une  équation  en  x  v{  y,  on  pourra  immédiatement  en 
déduire  des  équations  dérivées  d'un  ordre  quelconque;  mais,  pour 
revenir  de  celles-ci  à  une  équation  en  x  et  j,  il  faudra  tenir  compte; 
des  coiislaiiles  arliilraires  et  les  déterminer  de  manii're  (|ue  les  valeurs 
de  )'  et  de  ses  dérivées  j'',  r",  ...  soient  les  mêmes  pour  une  valeur 
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donnée  de  x,  comme  .i- =  o,  (jue  celles  qui  rcsulLenl  de  l'équalioii 
donnée. 

Si  l'équation  proposée  n'était  que  du  premier  ordre  en  .r,  j,  v',  alors, 
cette  équation  ne  pouvant  fournir  que  les  valeurs  dej',j",  ...  en  .r 
et  j,  ces  valenrs,  pour  x=--n,  contiendraient  la  valeur  indéterminée 
de  j;  par  conséquent,  les  constantes  arbitraires  dépendraient  alors  de 
cette  valeur,  qui  serait  elle-même  une  constante  arbitraire,  de  sorte 
que,  dans  ce  cas,  toutes  les  constantes  arbitraires  se  réduiraient  à  une 
seule.  Elles  se  réduiraient  à  deux,  par  la  mémo  raison,  si  l'équation 
proposée  était  du  second  ordre  en  a;,y,Y'  et  j",  et  ainsi  de  suite. 

65.  Pour  faire  mieux  sentir  l'esprit  et  l'usage  de  ces  opérations, 
nous  allons  les  appliquer  encore  à  quelques  exemples  qui  serviront  en 
même  temps  d'exercice  de  calcul. 


Soit  proposée  la  série 


il  (m 


--  jr»  +  .  . 


«  n[n  +  \)  n  f  ;t  +  i  )  (  /i  -+-  ■ 

dont  on  demande  la  somme. 

Supposons-la  égale  à  y,  en  sorte  qu'on  ait  une  équation  en  jjet  v; 
je  multiplie  cette  équation  par  x"^\  ce  qui  donne 

m            ni  [m  -+-  i)     „  .  ,    , 
yx"'  '  =  X"-  '  -i x"-\ ^ r  ^        + 

•'  M  n[n  -h  i) 

Je  prends  les  fonctions  primes  de  tous  les  termes;  j'ai 

y'x"^'  +  [n  —  i}yx"~- 

m  (  m  -I-  I U  m  -f-  ■>.  1 


où  l'on  voit  ([u'il  a  disparu  un  fadeur  du  dénominateui'  de  cliaque 
terme. 

.le  nuiltiplie  maintenant  l'éciuation  précédente  par  .r'"  ";  j'ai  celle-ci 

y'xm- 1  H-  ( n  —  \]  yx'"    - 

m  { rtj  4-1  )    „,       m  (  m  4-  i)  (m  -f-  x  ) 
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Je  Cais  lo  pirinicr  inciiibro  égal  à/)',  p'  étant  la  Ibncliou  piiiiic  dc/^  rt 
je  ptriiils  Frcjuatioii  |)iiiiiitive  ;  j'ai 

«  —  I  .  m 

p  =  X"'    '  +  X"'  H X" 


Je  n'ajoute  point  de  constante  arbitraire  iei ,  parée  (ju'elle  peut  être 
eensée  renfermée  dans  /;. 

Maintenant,  en   comparant   cette  nouvelle  série  avec  la  proposée, 
t|u'on  a  supposée  égale  -à  y,  il  est  visible  (|u'on  aura  ré(|uation 


p  = X'"   '  -+-  X'"  y; 


prenant  les  Ibnctions  primes,  et  substituant  pour  //  sa  valeur 
y'œ'"  '  -i-  {n  —  i)yx"'  '-,  on  aura  cette  équation  du  premier  ordre 
linéaire  en  y 

[n  —  i)x"''--\-y'x"'-\-  mx"'^'y=^y'x"'   '  +  [n  —  i))x"'-'-, 
la(|uelle  se  réduit  :i  cette  forme 

7!  —  I  —  DIX  n  —  1 


X[t  —  X]  X[\  —  X  \ 

Cette  é(|iiali()n  étant  susceptible  de  la  méthode  du  n"  55,  on  pourra 
donc  trouver  la  valeur  v  en  .r,  qui  sera,  par  conséquent,  la  somme  de 
la  série  proposée;  mais  cette  valeur  devra  contenir  une  constante  arbi- 
traire, qu'on  déterminera  de  manière  quej  soit  égal  à  i  lorsque  ^r^o, 
comme  il  résulte  de  la  série  donnée. 

Si  la  série  n'avait  contenu  que  des  facteurs  simples,  comme 

m  m  ^-  t     „       m  -+-  -x    , 

I  H X  H X-  H x'  4- .  .  . , 

n  rt  -H  f  rt  -f-  -î 

on  eut  tiouvé,  par  les  mêmes  opérations, 

rt  —  I 

p  = X'"   '  -t-  X"'  +  X'"*'  -h  x"'*---\- .  . . . 
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Or  on  sait  que 

donc  on  aurait,  dans  ce  cas, 

n  —  I 


prenant  les  fonctions  primes  et  substituant  la  valeur  de//,  on  aurait 

>-V«-'  +  (rt  —  i]rx"'--=z  [n  —  \]x"'---\ h  7 r,' 

^  '■'  ^  '  I  —  a;        (i  —  a:)- 

savoir, 

,      {n  —  Or       n  —  '  "'  ^ 


X  X  I  —  X        (i  —  x)- 

équation  également  linéaire  du  premier  ordre. 

Cette  méthode  s'applique  à  des  séries  plus  compliquées  et  peut 
conduire  à  des  équations  linéaires  d'un  ordre  supérieur  au  premier, 
.l'ai  cru  devoir  au  moins  l'indiquer,  étant  presque  la  seule  métliode 
générale  pour  la  sommation  des  suites. 

66.  Soit  maintenant  proposée  l'équation 

r  =  A  j?  -t-  Jix-  +  x'^, 

dans  laquelle  on  demande  l'expression  de  x  en  y.  Cette  expression  peut 
s'obtenir  par  la  formule  connue  pour  la  résolution  des  é(|uations  du 
troisième  degré.  Voici  comment  on  y  peut  parvenir  par  la  théorie  des 
fonctions. 

En  prenant  les  fonctions  primes  et  secondes,  on  aura 

j' =  A  + -iB^ -I- 3a:-,    _^"=2B  +  (>jr; 
si  donc  je  forme  la  quantité 

y  H-  (/«  -i-  nx]y'  +  [p  +  qx  +  rx-)y", 

où  171,  71,  p,  q,  rsont  des  coelTicients  arbitraires,  j'aurai  un  (|uadrinôme 
IX.  it3 
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(|iii  l'iMiiiemlra  les  puissancos  a-,  a--  et  x^,  et  je  pourrai  fairo  év.-viioiiir 
les  termos  imilti|)li("s  par  cliaciine  de  ees  puissanees;  j'aurai  ainsi  une 
é(|iiali()n  tlii  seeiiml  nrdre  de  la  loriiie 

}■  -+-  [m  -+-  nx))-'  -T-  [p  -+-  qx  ■+■  rx-]y"^^  C, 

oii  C  sera  une  (|uanlilé  eonslante;  et  cette  équalion  l'enfermera  encore 
deux  coeirieienls  indéterminés. 

.le  pourrai  donc  encore  l'aire  en  sorte  (|ii'élant  n)ullipliée  par  ■?.y'  elle 
ail  une  équation  |)rimitive;  car,  pour  cela,  il  sut'tira  de  l'aire  (j --  iin, 
r  =  /i,  et  réqualion  piiuiitive  sera 

y- -h  [P  -r-  o.mx  4-  nx-)  j'2=  aC^-  -t-  a, 

a  étant  une  constante  arbitraire  qu'on  déterminera,  comme  nous  l'avons 
dit,  en  supposant  -v  =  o  et  mettant  pour  y  et  j'  leurs  valeurs  tirées  de 
l'équation  pro|)osée.  Or  elle  donne,  dans  ce  cas,  r=  o,  ^'  =  A;  donc, 
faisant  ces  sulislitutious  dans  ré(|uation  piécédente,  elle  donnera 
yjA"  — (7. 

Ainsi  l'on  aura  celle  écjuatiou  en  v  du  premier  ordre 

)'-+  [p  +  f-nix  H-  nx-)y-  ^=  '•.Cy  -i-  p.K-, 

oii  X  ne  monte  qu'au  second  degré,  circonstance  sans  laquelle  on  n'au- 
rait rien  gagné  pour  la  détermination  de  j;-  en  v. 

Mais,  avant  d'allei'  plus  loin,  il  faut  satisfaire  aux  conditions  néces- 
saires pour  que  la  quantité 

y  -r-  [m  -+-  nx]y'  -h  [p  -i-  7.mx  -f-  nx-)y , 

apiès  la  substitution  des  valeurs  de  y,  y',  y" ,  devienne  égale  à  une 
eonstanleC.  (>elle  substitution  donne  la  quantité 

.\jr  -i-  nar--i-  x'-î-  m  4-  n^,(A  -i-  2Bj:-+-  Zx-]  -i-   />  ■+■  xinx  -r  nx'-]['i]A  +  Gx  ; 

développant,  onbmnant  les  termes  suivant  les  puissances  de  x,  et  éga- 
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lant  à  C  le  terme  sans  x  et  les  autres  à  zéro,  on  aura 

[i  +  ^n'  B  -h  i5m  =z  o,     i  —  g ;i  =  o, 

d'où  l'on  tire 

I  B  B2— 4A  ^       9,B5— qAB 

n  = ,     m  = ,     p= 2—     et     C= 

Retenons,  pour  plus  de  simplicité,  les  quantités/»  et  C,  et  subsliuiuii> 
celles  de  m  et  n  dans  l'équation  ci-dessus;  elle  deviendra,  en  tirant  la 
valeur  de  v'. 


/  ^B 

y  9/*  -  -3-  ^  -  ^- 

11  faut  maintenant  en  déduire  l'équation  primitive  en  x  et  r;  mais,  pour 
éviter  les  imaginaires,  on  doit  distinguer  deux  cas,  l'un  où  les  radicaux 
sont  réels,  l'autre  où  ils  sont  imaginaires;  car,  puisque  toute  valeur 
réelle  de  x  donne  pour  j'  et  y'  des  valeurs  réelles,  il  est  visible  que  les 
deux  radicaux  de  l'équation  précédente  seront  réels  ou  imaginaires 
ensemble. 


Supposons  donc,  en  premier  lieu,  que  \pA-  -h  2Cy — y-  soit  une 
quantité  réelle;  il  faudra  donc  que /)A'-  + C- >  (v— C/;  par  consé- 
quent, on  pourra  supposer 


y  —  C  ^  \P  ■^'  "^  ^'  siiir, 

ce  qui  donnera 

\ p A-  -T-  iCy  —  y-  ^  \y3A-  —  C-  cosr, 

et,  prenant  les  fonctions  primes, 

)•'=  ^^A-H-  C-r'cosr  ; 

substituant. ces  valeurs  dans  l'écjuation  précédente,  elle  deviendra,  en 
divisant  par  3, 
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tloiit  l'n|iialioii  priniilivc  peut  être  mise  sous  la  fbrnic 


|  =  V/9/'  +  |^">(l+«)' 


X  olanl  une  conslanlc  arbitraire  qu'il  faudra  détei'miner  eu  sorte  (|ue 
x  =  o  donne  _r  =  o,  conformément  à  la  proposée.  Soit  a  la  valeur  de  = 
lors(iue  v=  o;  on  aura  doue  les  deux  équations 


—  C  =  s/p\--h  C-  siiirt, 
et 


n  /  «-   .    fa        \ 


par  lesquelles  on  déterminera  d'abord  a,  ensuite  a.  Après  (]Uoi  on  dé- 
terminera -  par  l'équation 

•   -  —     r  — C 

et  l'on  aura 


-|  +  \/9/^+|sin(f+«), 


et,  comme  au  même  sinus  de  ::  répond  aussi  l'angle  :;  augmenté  d'une 
ou  de  deux  circonférences,  on  aura  les  trois  valeurs  de  x  en  prenant 
|)Our  z  ces  trois  valeurs  z,  z  +  c,  z -h  2C,  c  dénotant  la  circonféi-ence 
du  cercle. 

C'est  le  cas  (ju'on  appelle  irrcJuctiblc  et  où  les  li-ois  racines  sont 
réelles. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  radical  \ p X-  -\-  2Ç.y  —  y-  soit 
imaginaire;  il  n'y  aura  qu'à  multiplier  le  numérateur  et  le  dénomi- 
naleur  de  l'expression  de  y'  par  y  —  <>  t't  '  t"i  iH"-* 


, 3  \l—  pA-  —  iLr  +  j- 


/  ■■'■« 

y/  -  9/)  +  -y  X  4- ^- 

(juaiilité  toute  réelle. 
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Ici  j'observe  que,  si  l'on  (ait 


Y  =  -  c  +  j-  +  vZ-z^A'-aC^^r—y.;, 

et  qu'on  prenne  les  fonctions  primes,  eu  regardant  toujours  j  comme 
fonction  de  a-,  on  aura 

X  =  \  (  —  Cfp  -{ — —  X  -\~  X-  \      , 

Y'  =  r'Y[-p\-^-iCr  +  r-)'K 

de  sorte  qu'on  pourra  réduire  l'équation  précédente  à  cette  forme 

X  ~  3Y' 

dont  les  deux  membres  ont  pour  fonctions  primitives  IX  et  ^lY.  On 
aura  donc  cette  équation  primitive 

1X  =  ^1Y  +  I&, 

b  étant  une   constante  arbitiaire,  et,   passant   des  logarithmes  aux 

nombres,  on  aura 

X^AÎ'Y. 

Pour  déterminer  b,  on  fera  de  nouveau  a?=  o  et  j  =  o.  Or  X  devient 
-Tj  -f-  \/^jp,  et  Y  devient  —  C  H-  \î—pA-,  donc  on  aura 


V— c  + v/— /^A- 

Maintenant,  ayant  la  valeur  de  X  en  x,  il  est  aisé  d'en  tirer  .r;  car, 
en  carrant  l'équation 
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(III  CM  (leduiia  siir-lc-champ 

__  (\- JtB)^-+-9/? .  . 

par  conséquent,  en   niellant  pour  X   la   valeur  trouvée  en   v.   savoir 
f>\  Y,  on  aura 

■^~'  •2*v'¥ 

Celle  expression  ne  peut  donner,  eoinine  l'on  voit,  (|u"iine  seule  valeur 
réelle  de  .i-;  c'est  le  cas  où  l'équation  a  deux  racines  iniaginaires. 

Si  l'on  fait  B  =  o,  les  formules  qu'on  vient  de  trouver  dans  les  deux 
cas  se  simplifient  beaucoup  et  se  réduisent  aux  roriuules  coiiiiiies  pour 
la  résolution  des  équations  du  troisième  degré,  privées  du  second 
terme;  mais  nous  ne  nous  arrêterons  pas  davantage  sur  ce  prohli-iiie. 
qui  appartient  propienient  à  l'Algèhre,  et  (jue  nous  n'avcms  traite  ici 
(|u"en  passant  et  pour  montrer,  par  dillerentes  applications,  la  ma- 
nière d'employer  l'algorithme  des  fonctions. 
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CHAPITRE  \I. 


ou  L  ON  DONNE  L  ÉQIATION  PRIMITIVE  I)  INE  ÉQUATION  DU  l'URMIEIÎ  OUDRE  DANS 
LAQUELLE  LES  VAUIADLES  SONT  SÉPAIÎÉES,  MAIS  OU  l'oN  NE  PEUT  POINT  OliTENIR 
DIRECTEMENT  LES  FONCTIONS  PRIMITIVES  DE  CHACUN  DES  DEUX  MEMBRES. 
PROPRIÉTÉS    REMARQUADLES    DE    CES    FONCTIONS    PRIMITIVES. 


67.  Prenons  pour  dernier  exemple  l'équation  du  premier  ordre 


V  A  -i-  Bj  -4-  Ly-  -(-  l>.>'^  -+-  Er-^ 
y  A  -1-  Ux  +  Cx--{-  Dx-'  -+-  Ex' 


En  la  divisant  par  le  radical  en  y,  on  aurait  une  équation  où  les  va- 
riables X  et  V  seraient  séparées;  mais  il  serait  impossible  d'obtenir 
ainsi  l'équalion  primitive,  parce  que  les  deux  membres  ne  sont  point 
réductibles  en  particulier  à  des  fonctions  primes. 

Voici  néanmoins  comment  on  y  peut  parvenir  par  le  moyen  des  fonc- 
tions dérivées. 

Je  suppose  d'abord  que  x  et  v  soient  fonctions  d'une  autre  variable  /: 

il  faudra,  pour  cela,  substituer  -^  à  la  place  de  y'  (n"  50);  x'  cl  y'  se- 
ront alors  les  fonctions  primes  de  or  et  j,  regardées  comme  fonctions 
de  t.  En  supposant  que  x  soit  une  fonction  quelconque  de  /,  l'équation 
donnera  pour  v  mie  fonction  déterminée  de  l;  ainsi  je  puis  supposer 
que  X  soit  une  telle  fonction  de  /  que  l'on  ait  l'équation 


/  A  -r-  il  X  -+-  Co.  -  -r-  D  A-*  -+-  Ex  '  ; 
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l't'qualiou  préoi'ilfiiti-,  où  l'on  a  mis  ^  pour j',  donnera  parcillonionl 


,v  -^=  V  A  +  iij  -f-  Cj-  -f-  \)f'  —  E)\ 

(Jii'on  Casse  disparaître  les  radicaux  dans  ces  deux  équations,  qu'en- 
suite on  prenne  les  fonctions  primes,  on  aura,  après  avoir  divisé  l'une 
par  .r',  l'autre  par  y'. 

Faisons  x-hy:=p,  x—y=  q,  ce  qui  donne 

■2  •'  ■}.         ' 

les  deux  é(|uations  précédentes,  ajoutées  et  reti'aneliées,  doiinercuit 

q   =tq-i-~pq  +  -{  ip'-q  +  ry  '  ). 

De  plus,  comme  p'q'  =  x'-  —y'-,  si  l'on  substitue  les  valeui's  de  .r' et 
de  r'  tirées  des  premières  équations,  on  aura 

/)'(]' :^]i(J-+-Cpq  +   -  {3p-^(J  +  q->]  -\-  -Jp3  q  +  pg:>]. 

-Maintenant  je  lais  cette  combinaison  : 

multipliant  les  deux  membres  par  ^5  ils  (b'viennent  les  lonclions 
primes  de  L-  et  de  Dp-{-Ep-,  de  sorte  que  j'aurai  d'aboi-d  cette  équa- 
lioii  [trimitive  du  pi'emier  ordre 

^  =r  1)/^  -hEo-'-i-fl, 

q-  '  ' 

où  a  est  une  constante  arbitraire. 
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Pour  la  détorniiner,  soit  m  la  vak'ur  tic  y  lorsque  a-  =  o;  on  aura 
dans  ce  cas,  par  los  équations  ci-dessus. 


J^'=  \  Pi,    y  =  yA  -+■  B'«  ->-  Cm- -H  IJm^-i-  Ew'  ; 

je  tais  cette  dernière  quantité  égale  à  n,  pour  ahirger. 

Ainsi,  puisque /?  =  a; -f-j',  q  =^x  —  y,  p  =x' ^y' ,  q' —  x —y' ,  on 
aura,  lorsque  x  =  o, 

p^=  m.     q  :=  —  171,     /y'  =  y  A  -i-  7î,     q'  =  \/  A  ~  n. 

Faisant  ces  substitutions  dans  l'équation  qu'on  vient  de  trouver,  on 
aura 

(v'A -+■«)'       r»  -p     .. 

a=  ^-^ D/H  —  Em-, 

m- 

oii  l'on  voit  que,  puisque  m  est  une  quantité  indéterminée,  la  con- 
stante a  demeure  aussi  indéterminée;  mais  les  déterminations  précé- 
dentes seraient  utiles  si,  par  d'autres  combinaisons,  on  trouvait  de 
nouvelles  équations  primitives  avec  des  constantes  arbitraires. 
Nous  avons  donc  l'équation 


/>'=</  y/rt  -f  Dp  -+-  Ep-, 

qui,  quoique  du  premier  ordre,  peut  néanmoins  donner  tout  de  suite 
l'équation  primitive  en  j:et  j  de  la  proposée,  puisque  la  valeur  de /j', 
qui  est  x'  -{-y',  est  déjà  connue  en  x  et  j.  En  eliet,  substituant  les  va- 
leurs de  p,  q  et//,  on  aura 


v'A  +  B^-  +  Cj;--+  Ux^  +  Ea7>  -4-  v'A  H-  B/  -h  Cy-  +  Dj^  -h  E^-' 


=  [x  -r]s'a  +  l){x-hy)  -h  E(z-  +  j)^ 

oîi  a  est  la  constante  arbitraire. 

Cette  équation  en  .r  et  jesl,  comme  l'on  voit,  sous  une  forme  assez 
simple,  et  la  méthode  par  laquelle  nous  y  sommes  parvenus  est  fort 
remarquable;  mais  cette  é(|uation  n'est  pas  la  seule  (|ii'on  [misse  ob- 
tenir par  les  l'ornuiles  que  nt)us  venons  de  trouver. 

jx.  ■: 
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lui  olVii,  si  Vun  suLstitiic  la  valeui' précéJonle  de  p'  dans  l'ciiiialiuii 
troiivéc  plus  haut,  (|ul  iloiine  la  valeur  dr  //q',  on  on  tirera 

,  _  B  -+-  C/>  -H  r  D  ■>/>■-  -(-  7- 1  -f-  T E (  />^  -t-  /^(/-  « 
v'rt  -i-Dp-h  Ep- 

Ici,  irmollant  ponr/>  et  q  leurs  valeurs  a^-i-vet  x  —  y,  el  pour  q'  sa  va- 


leur x'  — y  =  V  A-^- 15^+*^^'  -+-U-'^^-i-  fc^J^'  —  VA+Bj+  Cy  -t-  iJj'  -l-E>'\ 
on  aura  une  nouvelle  équation  en  x  et  y  avec  la  constante  arbitraire  a, 
qui  sera  également  l'équation  priuiilive  de  la  proposée,  mais  qui  ne 
sera  (|u'une  IransCormée  de  l'etjuation  précédente. 

68.  L'é(juation  du  premier  ordre  dont  nous  venons  de  trouver  ré(|ua- 
tion  primitive  peut  toujours,  par  des  Iranslbrmations  convenables,  se 
réduire  à  la  forme 

_,_  v'A  -f-  Ucosz 

\^\  -h  li  COSH 

c  étant  ici  une  fonction  de  u.  Comme  celle  équation,  traitée  directe- 
ment de  la  même  manière,  est  susceptible  d'une  analyse  beaucoup 
plus  simple  et  plus  élégante,  j'ai  ciu  qu'on  ne  serait  pas  fàcbé  de  la 
trouver  ici. 

On  regardei'a  u  et  :;  comme  fonctions  d'uiie  autre  variabb;  t,  cl,  après 

avoir  substitué,  en  conséquence,  ^  à  la  place  de  :'.  (n"  50),  on  fera  ces 
deux  é(|uations  séparées 


»'  —  v'A  h-  H  cos «,     z'  =  \/\  -h  li  cos  z  ; 

après  les  avoir  carrées,  on  en  prendra  les  fondions  primes;  on  aura, 
en  divisant  l'une  par  u'  et  l'autre  par  =',  ces  deux-ci  du  second  ordre  : 

111"=:  —  Bsiii»,     2;"^^  ~  B  siiii. 
Soient  maintenant  z-hii  =  2p,  z  —  u^-  .>.q\  les  deux  é(|ualious  pré- 
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cédentes,    ajoutées   et    retrancliécs,    (leviendi'oiil   par  les  tliéorèmes 
connus, 

np"  =^  —  B  sin/7C()s^,     iq"  =:  —  Bcosy:;  siiu/. 

Il  est  d'abord  visible  que,  si  l'on  ajoute  ces  deux  équations  après 
avoir  multiplié  la  première  par  (f  et  la  seconde  par  //,  le  premier 
membre  deviendra  la  fonction  prime  de  a/Zy',  et  le  second  la  fonction 
prime  de  —  Bsin/jsiny,  de  sorte  qu'on  aura  d'abord  cette  écjuation 
primitive  du  premier  ordre, 

2//^'  =  —  B  s\np  sin  q  -+  a, 

a  étant  la  constante  arbitraire. 

Pour  la  déterminer,  supposons  que  «  =  0  donne  z  =  ni;  on  aura 
donc  dans  ce  cas 


ii'=  \J\  -4-  B,    z'  =  \/A -h  B  ces/??,    /)=^fjz=—< 
z'  -h  u'  ,       z  —  u' 

p  =-ir-'   '7  =  ^r-5 

donc 

,  ,      z"-—u'-       Bi'cos/)?  — il 
■^/"/  = 1 ^ ^ ' 

.    „  m       1  —  cosHi 

de  sorte  que  l'on  aura 

«  =  fp'<i'  +  R  ^10/'  sin  (7  =  o. 

On  aura  donc  simplement  l'équation 

■>.p'il'=  —  B  sin/)siiwy, 

d'où  l'on  peut  conclure  que  celle  équation  primitive,  ne  renfermant 
point  de  constante  arbitraire,  doit  être  comprise  dans  les  équations  du 
premier  ordre  en  z-  et//,  d'où  nous  sommes  partis.  Kn  clfet,  ces  é(|ua- 
tions  donnent,  en  substituant  les  valeurs  de  p  et  q, 


ipq 
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Divisons  maintenant  par  cette  équation  du  premier  ordre  les  deux 
équations  oi-dessus  du  second  enp  cl  q;  on  aura  ces  deux-ci, 

/)"    cos</  q"    COS/7 

p'q'        sinq       p'q'        sin/> 

dont  la  première  étant  multipliée  par  </'  et  la  seconde  par/»'  donneront 
ces  équations  primitives 

]/>'=;  I  sin^  4- l«,     1(/' =  I  sinyj  +  1^, 

ou  bien,  en  passant  des  logarithmes  aux  nombres, 

p' ^=  asinq,     q'  =^  bs'\np, 

a  et  h  étant   des  constantes  arbitraires  qu'on  déterminera   par  les 
mêmes  suppositions  que  ci-dessus,  d'où  l'on  aura 


v'A  -I-  B  cosm  -+-  JX  -+-  B 
a  = ■> 


v'A  -+-  B  cosm  —  v'A  -t-  B 


b^^ 


Les  deux  é(|uations  qu'on  vient  de  trouver  pourraient  donnei'  clia- 
eune  une  équation  primitive  en  u  et  z  par  la  substitution  des  valeurs 
de  p,  q,  p' ,  q'  ;  on  aurait  ainsi 


■VA+  B  cos:  +  v'A  4-  BcosM  =  aasin- 


v/A-h  Bcoss  —  v/A-h  Bcos«<  =  ^6sin — ;— • 

(]omme  les  valeurs  de  a  ci  b  renferment  l'iiidélerniinée  m,  chacune 
de  ces  valeurs  pourra  être  regardée  aussi  comme  indéterminée  en  par- 
ticulier; ainsi,  dans  chacune  de  ces  équations  à  part,  on  pourra  regarder 
a  ou  b  comme  constante  arbitraire;  mais,  si  l'on  voulait  faire  une  com- 
binaison (|uelcon(jue  de  ces  équations,  il  faudrait  employer  les  valeurs 
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(le  a  cl  b  trouvées  ci-dessus,  et  alors  la  quantilc  m  serait  la  seule  con- 
stante arbitraire. 

Ces  dernières  équations  étant  compliquées  de  radicaux,  il  sera  à 
propos  de  chercher  encore  une  autre  é(jualion  primitive  d'après  les 
mêmes  équations  du  premier  ordre 

p'=a?,mq,     q'  =^  h  ¥,\np; 
or,  en  divisant  l'une  par  l'autre,  on  a 

/>' «sine/ 

q'        b^infi 

et,  multipliant  en  croix, 

hp'  sinp  =  «!■/'  siiig, 

d'où  l'on  tire  tout  de  suite  l'équation  primitive 

b  cosp  =  a  cosq  -h  c, 

c  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire  qu'il  faudra  déterminer  coimiic 
ci-dessus.  Or,  en  faisant  h  =  o  et  z  =  m,  on  a 

m 
donc  l'équation  précédente  donnera 


i/a  -+-  B  ces  — 
c  :=[b  —  a]  CCS—  = 


Substituant  les  valeurs  de  a,  h,  c  ainsi  (jue  celles  (le  />  -  ^ —  et 
y=  "  ~  dans  la  même  équation,  et  faisant  les  réductions  des  sinus 
et  cosinus,  elle  prendra  cette  forme  très-simple 


r         II  z    .    Il  \/\  -+- 15  cosw  i 

ces  -  ces  — i-  sin  -  sin _ —  =  cos 

2  i  2         2         v^A  -H  B 
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l'osl  rL'(|iialiuii  primitive  de  la  proposée  du  premiei"  ordre  en  u,  z  et  :•', 
et  l'aiiirle  m  eu  est  la  eonstante  arbitraire. 


()'.).   Ou   peut   regarder  les  anirles  -,  -  et    -  eoiniue  les  trois  côtés 
d'un  triangle  spliérique;  il  est  visible  (ju'alors,  dans  l'éciuation  pré- 

•    1         .  I  .-.  -      V'^  -i-  "  COS/H  1  •  I        I'  1 

eedeule.  la  (luautite == —  sera  le  cosinus  de  I  auirle  compris 

entre  les  cotés  -  et  -,  et  par  conséquent  opposé  au  côté  -->  par  les 
formules  connues  de  la  Trigonométrie  sphériquc;  c'est  la  valeur  de  z' 
lorsque  u  =  o  el  s  =  »2.  Ainsi  cet  angle  sera  constant  en  même  tem|)s 
(|ue  le  côté  — >  tandis  que  les  deux  autres  varient. 
Soit  M  cet  angle  constant;  on  aura  donc 


JK  ■+-  B  ces  m  -, 

== —  =  CCS  M, 

V/A  +  B 


d'où  l'on  lin 


A        cos-M  —  ros;)j 


B  sin-M  ■  \  siiiM 


Si  l'un  ('ait  celle  subslitulion  dans  l'équation  proposée  en  u,  z  et  z',  el 

qu  (Ui  suppose,  pour  abréger,  -         ^=  [k,  elle  se  réduira  a  cette  lorme 

siii  — 


s/ 


I  —  |yi-sin^  - 


diuit  réqualion  nriinilive  sera  la  l'elalion  entre  les  côtés  -,  -  et  —  d'un 

'  '  2       ■-'.  2 

triangle  sphérique  dans  lequel  [j.  sera  le  rapport  des  sinus  des  angles 
aux  sinus  des  côtés  opposés,  rapport  (|u'on  sait  être  le  même  pour  tous 
les  angles  et  les  côtés  opposés,  de  sorte  que,  ce  rapport  seul  étant 
donné,  il  restera  l'angle  ou  le  côté  pour  arbitraire. 

La  considération  du  triangle  spliériqu(!  peut  servir  à  l'aire  voir  plus 
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rill'ilement  conimeut  l'équation  entre  ses  trois  cotés  salislail  à  l'équa- 
tion précétlente  du  premier  ordre.  Cette  équation  étant 

COS-  COS      H-  COSM  blll  -  siii  -   —  cos    -> 

si  l'on  prend  les  fonctions  primes,  en  regardant  z  comme  (onction  de  a, 
et  m,  M  comme  constantes,  on  aura 

rt         .    z         H 


Substituons  à  la  place  de  cosM  sa  valeur  tirée  de  la  mémo  é(]uation: 
il  viendra  celle-ci  : 

r        m  II 

cos-  cos cos- 


Maintenant,  si  dans  le  même  ti'ian^le  sphérique,  dont  -^  -^  —  sont  les 

^  '  '  2       2         2 

trois  cotés  et  M  l'angle  opposé  au  côté  —•>  on  désigne  par  U  el  Z  les 
angles  opposes  aux  cotes  -  et  -i  on  aura  également 

H  z         m  ,.   .    z    .    m 

cos  —  =  cos  -  cos h  cos  U  sin  -  sin  —  i 


je  donne  à  cosZ  le  signe  — ,  parce  que  je  suppose  l'angle  Z  obtus. 

Donc,  faisant  ces  substitutions  cl  divisant  toute  l'équation  par  sin  — i 

elle  deviendra 

;  cosL  —  cosZ  =  o,     don     z  = ^r- 

cosU 

Mais,  par  la  propriété  générale  des  triangles  spliéri(|ues,  on  a 

sinU  __  sinZ sinM 

.    u         .    z         .ni      '  ■  ' 
sin-       sm-       sin  — 
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donc 

sinU=r  y. sin  —  5     sinZ=usiii-) 

1.  ■! 

cl  lie  là 


cosU=  w  I  —  [t?  sin--i     cosZ  =  i  /  i  —  ^-  sin'--; 

siil)stitiiant  cos  valeurs,  on  aura  la  inôuie  équation  du  premier  ordre 
eu  H  et  z. 

Si  l'angle  Z,  que  nous  avons  supposé  obtus,  était  aigu,  ainsi  que 

l'angle  U,  alors,  au  lieu  de  l'équation  :;'=  — -n'  on  aurait  celle-ci, 

,       cosZ 
cosU 

qui  ne  dillère  que  par  le  signe  de  s' et  dont  l'équation  primitive  sera 
la  même. 

70.  N  (liei  encore  une  considération  essentielle  sur  ces  sortes  d'équa- 
tions :  l'éiiualion  du  n°  68  étant  mi.se  sous  cette  l'orme 


V'A-i-Bcosz       ^A-f-BcosM 

supposons  que  /(a)  soit  la  fonction  primitive  de  =•,  f{z\  sera 

narcillement   la   fonction  primitive  de  :=^i  z   étant    rcL^ardé 

'  '  y/A-nBcoss  '^ 

comme  une  fonction  de  u  dont  z  est  la  fonction  prime.  Ainsi,  en  re- 
passant aux  fonctions  primitives,  on  aura  sur-le-champ  cette  équation 
primitive 

/étant  la  constante  aibitraire. 

Cette  équation  devra  donc  coïncider  avec  ré(|ualioii  primilivc  ((ue 
nous  avons  trouvée  au  n"  68,  et  où  la  conslanle  arbitraire  est  m\  par 
conséquent,  sa  constante  arbilraiie  ne  pouira  être  (jii'iine  fonction  de 
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la  constante  arbitraire  m.  Soit  donc  k  =  Y{m);  on  aura 

f[z)=fu]  +  Y[ni). 

Mais  m  est  la  valeur  de  ;  lorsque  u  =  o;  supposant  donc,  pour  pins  de 
simplicité,  que  la  fonction/(«)  soit  prise  de  uianii-re  qu'elle  soit  nulle 
lorsque  u  =  o,  il  faudra  (ju'eu  faisant  «  =  o  on  ait  aussi  z  =  m;  pai- 
conséquent,  on  aura  /  m)  =  F^mj;  donc  l'équation  primitive  (|u'ou 
vient  de  trouver  deviendra 

/.=  =/,«: +/."•]. 

à  laquelle  satisfera  cette  relation  algébrique  : 

z         H         .    z    .    Il     /a  +  Becs  m  m 

cos-  cos — h  sin-  sin  — 1/ : r; —  =  ces  — • 

2-î  22VA-4-U  2 

Ainsi,  quoiqu'on  ne  puisse  pas  trouver  la  forme  algébrique  des  fom- 
iious/[u),/[z),  fm  .,  on  peut  néanmoins  trouver  une  relation  algé- 
brique entre  trois  quantités  z,  u,  m,  telle  que  l'on  ait 

Donc  aussi,  si  dans  l'équation  précédente  on  change  z  en  r  et  u  en  ::. 

on  aura 

)•        :         .     r    .    z      /A+Bcos/H  m 

cos  —  cos  — h  sm  —  sm  -  1/  — r" — s —  =  cos  — 

2         1  1        avA+B  2 

et 

En  cliaugeant  encore  y  en  or.  z  en  v,  ce  qui  donnera 


.    X    .     )•     /a  -H  Bcos/H  m 

ni-  sin  -  1/  — 7 n —  =  cos  —  » 

2         2  V        A  -+-  B  2 

on  aura  de'  même 

et  ainsi  de  suite. 

IX.  ■« 
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On  aura  donc  successivement 

et  les  relations  enlre  v,  a  et  /«,  enti'e  .v,  u  et  m,  etc.,  se  tireront  des 
relations  précédentes,  en  éliminant  d'aixird  ;,  ensuite  v,  etc. 

On  peut  applicjner  cette  théorie  à  la  Ibi'nie  générale  de  l'équation 
(|ue  nous  avons  considérée  dans  le  n°  67  et  en  tirer  des  conclusions 
siMnl)lal)les;  mais,  si  l'on  rapporte,  connne  au  n"  GO,  les  l'ormules  pré- 
cédentes aux  triangles  spliéri(iues,  il  en  résulte  une  construction  élé- 
i;aiite  ([lU'  voici. 

Soit  l'oruH'  un  triangle  sphérique  dont  les  trois  côtés  soient  z,  u,m 
pour  éviter  les  fractions,  je  substitue  les  (|uanlilés  2z,  211,  2m  à  la 
place  de  z,  u,  m  dans  les  formules  du  numéro  cité)  et  où  l'angle  enlre 
n  vl  m  soil  ohtus;  l'angle  couipi'is  entre  les  deux  côtés  11  et  ;  demeu- 
rant constant,  qu'on  transporte  alternativement  la  hase  m  le  long  de 
ces  mêmes  côtés  prolongés,  de  mauièi'e  (]u'il  en  résulte  une  suite  de 
triangles,  don!  chacun  ait  toujours  un  côté  commun  avec  le  triangle 
précédent,  et  ([ui  aient  tous  la  même  hase  m  et  l'angle  commun  1\[  au 
sommet;  alors,  si  les  côtés  qui  comprennent  cet  angle;  sont  successi- 
vement pour  ces  différents  triangles  u  et  z,  z  et  y,  y  cl  x-,  .. .,  on 
aura 

f,z]^f[u)+f[nx),    f[r]=f[u]  +  ^-f[,n],     f[x]=f[u]^if[m),     ..., 

f{u)  étant  la  fonction  primitive  de  la  fonction  —^==^=z^  dans  la- 

y'i  —  11."  sin-« 

(juclle  '/.  =  ' .-— )  et  ainsi  des  autres  fonctions  semhlahles  en  z,  y,  . .  ■■ 
'  '         sm/n 

Far  cette  construction,  on  peut  trouver  facilement  les  valeurs  dés 
côtés  j,  X,  . ..  des  nouveaux  triangles,  car,  en  considérant  les  triangles 
isoscèlcs  qui  ont  pour  cotés  la  base  m  transportée  alleruativement,  les 
perpendiculaires  abaissées  de  leurs  sommets  sur  leuis  bases  respec- 
tives couperont  ces  bases  en  deux  parties  égales,  et  les  triangles  rec- 
tangles formés  par  ces  per[)cndicuiaires  et  par  les  côtés  ([ui  com- 
pi'i'unciit  l'angle  commun  M  donneront  tout  de  suite,   par  l'analogie 
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connue  pour  los  triangles  rectangles,  ces  équations 

tang ■-  =  cosM  lang;, 

tang =  cos  M  lang  )•, 


et,  si  l'on  fait  u  =  m,  en  sorte  que  le  premier  triangle  soit  isoscèle, 
ayant  c  pour  base,  on  aura  de  plus  l'équation 

lang  -  =  cosM  langm, 
et  l'on  aura  alors 

f[^:  =  ^f."ï,    f[r]  =  3f:ni],    f[x]^/ifjn] 

Nous  remarquerons  ici  (jue  cette  construction  est  pour  les  triangles 
sphériques  ce  que  la  construction  du  problème  29  des  questions  géo- 
métriques de  V Arithnié tique  de  Newton  est  pour  les  triangles  rccti- 
lignes. 

En  effet,  si  l'on  rend  rectilignes  les  triangles  sphériques  dont  les 
côtés  sont  M,  z,  y,  ...  et  les  bases  m,  les  équations  ci-dessus  de- 
viennent 

;=:2«(C0sM,     ;t -T- >■=  ?,  :  cosM,     x -i- :  :=  2/cosM,     ..., 

et  il  est  facile  de  prouver  qu'alors  la  fonction /(«)  devient  proportion- 
nelle à  l'angle  dont  le  sinus  est  "-^'^,  parce  que  sin«  et  sin/«  se 

changent  en  u  et  m,  de  sorte  que,  en  prenant  la  base  m  pour  le  sinus 
de  l'angle  opposé  M,  on  aura,  à  cause  de  u=^m, 

-   -sinaM,     )-^siii3M,      ■... 

71.  Nous  nous  sommes  un  peu  étendu  sur  les  propriétés  des  (onc- 
tions de  la  forme /i^«),  parce  (juc  les  géomètres  s'en  sont  beaucoup 
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oriupi'Si't  que  ces  fonctions  se  préscnlent  dans  la  soliilion  de  plusieurs 
proMcnies. 

Si  l'on  demande,  par  exemple,  le  mouvement  d'un  pendule  qui 
oscille  d'une  manière  quelconque,  et  qu'on  nouiiue  /•  la  louifueur  du 
pendule,  y  l'angle  dont  il  est  éloigné  de  la  vciticale  dans  un  instant 
quelconque,  x  la  plus  grande  valeur  de  i,  [i  la  plus  petite,  eu  prenant 
l'unité  pour  la  gravité  et  faisant 


111"  =  \/ Ç -t 

V  cos3  —  cosa 


V' 


C0>-|3 —  cos-a 


cosp 


-  /        2;cosp -h  cûs«) 

'~V  vC0s(3  4- C0S5t)--l- siii-a' 

on  aura  l\r/{u)  pour  l'expression  du  temps  depuis  le  point    le  plus 
bas,  dans  laquelle  on  suppose,  comme  ci-dessus, 


y  1  —  l^-  sin-M 


La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  la  verticale  sera  exprimée 
par 

v'ïsinasin^ 
y  /siii-lycosa-h  cosj3 

et  sera,  par  conséquent,  nulle  lorsque  le  pendule  passera  par  la  ver- 
ticale, dans  lequel  cas  on  a  ?  =  o;  c'est  le  cas  des  oscillations  ordi- 
naires. 

72.  On  peut  appeler  analyse  directe  des  fonctions  la  uianii'r'e  de 
trouver  les  fonctions  et  les  équations  dérivées,  jiaree  (]u'elle  n'est 
fondée,  en  effet,  que  sur  des  méthodes  directes,  et  qu'elle  n'emploie 
que  des  opérations  qu'on  peut  toujours  exécuter  par  les  règles  que 
nous  avons  exposées.  Mais  la  manière  de  revenir  de  ces  fonctions  et 
de  ces  équations  à  celles  d'où  elles  peuvent  être  dérivées,  et  qu'on 
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peut  regarder  comme  leurs  priiuilives,  t'oruie  une  autre  partie  de  l'ana- 
lyse des  fonctions,  qu'on  peut  appeler  analyse  inverse,  parce  qu'elle 
dépend  des  mêmes  méthodes  et  des  mêmes  règles,  mais  prises  inver- 
sement, et  qui,  par  cette  raison,  ne  s'appliquent  pas  toujours  avec  la 
même  facilité  ni  le  même  succès.  Il  en  est  de  ces  deux  parties  de 
l'analvse  des  fonctions  comme  de  celles  de  lArillimétique  et  de  l'Al- 
gèbre qui  ont  pour  objet  les  opérations  directes  de  la  multiplication  cl 
de  l'élévation  aux  puissances,  et  les  opérations  inverses  de  la  division  et 
de  l'extraction  des  racines.  Les  opérations  de  la  première  espèce  sont 
toujours  possibles  par  les  règles  connues  et  donnent  toujours  des 
résultats  exacts;  celles  de  la  seconde  espèce,  au  contraire,  ne  le  sont 
que  dans  certains  cas,  au  moins  rigoureusement,  et,  dans  tous  les 
autres,  elles  ne  peuvent  donner  que  des  résultats  approchés. 

L'analvse  directe  des  fonctions  est  donc  renfermée  dans  les  règles 
que  nous  avons  données  pour  trouver  les  fonctions  dérivées,  du  moins 
pour  ce  qui  regarde  les  fonctions  d'une  seule  variable.  Quant  à  l'ana- 
lyse inverse,  elle  dépend  aussi  des  mêmes  règles;  mais  la  difficulté 
consiste  dans  leur  application  aux  différents  cas. 

Nous  avons  indiqué  les  méthodes  connues  pour  les  principales  formes 
de  fonctions  ou  d'équations,  et  nous  nous  sommes  surtout  appliqué  à 
bien  établir  les  principes  généraux  de  cette  analyse  inverse. 

Comme  notre  dessein  n'est  pas  d'en  donner  un  Traité  complet,  nous 
n'ajouterons  point  ici  d'autres  détails;  mais  ceux  qui  savent  le  Calcul 
différentiel  ne  peuvent  manquer  d'apercevoir  la  conformité  de  i  analyse 
des  fonctions  avec  ce  Calcul,  et  la  correspondance  des  analyses  directes 
et  inverses  avec  les  deux  parties  de  ce  Calcul  qu'on  appelle  Calculs  dij- 
férentiel  el  intégral.  Ainsi,  il  leur  sera  aisé,  s'ils  le  jugent  à  propos. 
de  transporter  aux  fonctions  les  différentes  méthodes  (rinléiiralion 
trouvées  jusqu'à  présent. 
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73.  .Nous  n'avons  ciicort'  trailc  (|iir  des  l'onrlioiis  tl'iiiic  seule  va- 
riahle;  il  n'est  pas  dillieile  <rélen(lre  la  lliéorie  de  ces  f'oiielions  aux 
riiiiilioiis  de  deux  ou  de  plusieurs  vaiialdes. 

Sdit  /  '■,  i-~  Il  lie  roiiflion  ([Uelriiii(|iie  de  deux  variables  .r  et  i',  (in'oii 
rci^aide  nuiiine  inde[)eiidaii(es  1*11110  de  l'autre.  Si,  dans  celle  Ibiiclioii, 
(Ml  met  il  la  IWis  .1  -  /  ii  la  place  de  j'el  l'-f  o  ii  la  place  de  f,  /  et  o 
élan!  deux  ([iiaiitilés  indéterminées,  qu'ensuite  on  déveloj)|)e  la  nou- 
velle fonction  /  a--i-/,  v-i-o  suivant  les  puissances  ascendantes  de  i 
cl  o,  il  est  clair  (|iie  le  premier  terme,  sans  /ni  o,  scia  f  .i\y\  cl  (|iie 
les  autres  seront  de  nouvelles  i'onclions  d<'  .r  cl  de  r,  iiiiillipliecs  siic- 
cessivciiient  par  /.  o,  /-,  io,  o-,  r',  ...;  ces  l'onctions  déri\eul  de  la 
l'onction  primitivc/i  a-,  r),  et  c'est  la  lui  de  celle  dérivalloii  (]iril  s'ai^it 
de  détermini'r. 

iNuir  v  pai\ciiirde  la  manii're  la  plus  simple,  on  coiiiiuciiccra  |iar 
supposer  (pi'ii  \\'\  ail  (pic  la  variable  x  (jni  devienne  .r  1  /,  la  variable  j 
di'iiicuraiit  la  iiiéine.  Dans  ce  cas,  désignanl,  coiniiie  mi  Ta  l'ail  jiisipi'ici, 
par/',/",/  ,  ...  li'S  l'onctions  [irimes,  secondes,  tierces,  clc.  {(dalive- 
meiit  il  X  seul,  on  aura 

/-  /■' 
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Subslituons  maintenant  partout  j -ho  à  la  place  de  r;  on  aura 

/■-  /  ' 

f[x  +  i,x  +  o)  =f[x,  j  -H  o)  +  if'[x,j  +  o'  +  -/"(*,  r^o)  +  — j/"'l-*.  ^-  +  "  - 

Or,  si  l'on  désigne  par  /',  y| , /,,,  ...  les  fonctions  primes,  secondes, 
tierces,  etc.  relativement  {\  y,  il  est  clair  que  la  fonction /(.r,j-i-ti, 
considérée  comme  fonction  de  y  +  o  et  indépendamment  de  x,  de- 
viendra * 

f[x^r)  +  of,[x,  r)  -h  ^f„{^'  r)  +  :^.^(^'  )')+■■■■ 

De  même,  en  supposant  toujours  (jue  les  traits  appliqués  au  bas  de  la 
lettre /indiquent  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  relativement  l\  y 
des  fonctions  déjà  désignées  par/',/",  ...,  on  aura 

f'[x,  y-^o)  =f  [x,  y)  +  ofJix,  y)  +  ~£[^,  ;•)+■•■. 

f'\x,  y+o)  =f"{x,  y)  -i-  of:[x,  y]  +  ^fli^,  ï)'-^  ■■■• 

et  ainsi  de  suite. 

Faisant  donc  ces  substitutions  et  ordonnant  les  termes  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  de  î  et  o,  on  aura 

/(.r  -f-  /,  y-^o)  =f[x,  y)  -H  if'{x,  y)  -+-  of,[x,  y) 
où  la  forme  générale  des  termes  est 

i,.i.y...m}[i.l.i...n]J"  ^'''^'- 

74.  Datis  le  procédé  (juc  nous  venons  de  suivre  pour  avoir  le  déve- 
loppement de  /{x  +  i,  y-ho),  nous  avons  commencé  par  sulislituer'. 
dans/(.r,v),  .r -f-j  pour  j;,  et  nous  avons  dévelopi>é  suivaiil  /:  nous 
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avons  fiisiiitc  siilislitiif.  dans  ttuis  les  Icrnics  de  ci"  (li'Vt'lii|i|M'nii'iit, 
y~u  pou  IV,  et  nous  avons  dcvi-loppo  suivant  o.  Oi' il  est  visililc  (]udn 
aurait  idcnli(|Ui'nu'nt  le  niôuie  ri'sullal  si  l'on  roniuicnrait  pai'  la  sub- 
stitution di'  V— ()  pour  >•  et  |iar  le  dcvcloppcincnt  suivant  n,  cl  (pTou 
l'it  fusuitc  la  substitution  de  .r-+- /  pour  r  cl  le  dcvidoppcnicnl  suivant /. 
De  celte  manière,  on  aurait  d'abord  les  foinlions  primes,  secondes,  etc. 
relalivenieni  ii  ^•,  savoir/^  ,r.  i),  /^  ,r,  v  ,  ...;  ensuile  on  aurait  les 
lonetions  piiiucs,  sec(Uides,  etc."  de  celles-ci  relalivenient  à  .r,  (|ui, 
suivant  la  notation  (|ue  nous  venons  d'établir,  sciaient  re|)iésenlees 
par/  ,r. -v  ,  /  x,  y  .  . . . ,/'  .i,  i-  ,/ ;  .r,  l' j,  ...,  cl  i'(Ui  (d)lien(lrail 
ainsi  la  niiMuc  iormule  que  ci-dessus,  comme  e(da  doil  être.  Or.  dans 
le  premier  procédé,  la  l'onction/ i  a-,  >)  s'obtient  en  |)rcnanl  d'abord 
la  lunelion  prime  «le/  .r,  v  relativement  ;i  ,r,  ce  (|ui  donne /"'(.r.j'), 
cl  ensuite  la  foiution  prime  de  celle-ci  relativement  à  v:  cl,  dans  le 
second  procédé,  la  même  fonction  s'oblienl  en  picnant  d'abord  la 
l'oncliou  piime  de  _/  .r,  v  relati\<'nient  ii  v,  ce  (jiii  donne /.r,j»0,  et 
ensuite  la  rmictinn  piime  de  celle-ci  relalivenient  ii  .r. 

D'où  il  suit  (|ii"il  est  indillërenl  dans  (|uel  ordre  se  lasso  la  double 
opération  nécessaire  poui'  passer  de  la  t'onclion  priiniliveyfa?,  y)  à  la 
lonction  dérivée/'ij-,  >';;  et,  comme  on  doit  dire  la  même  cliose  des 
autres  fonctions  marijuées  par  des  traits  placés  au  liant  ou  au  bas  île 
la  earactéristi(]ue y,  on  en  peut  conclure  en  général  (jiie  les  opéralions 
in<li(|iiées  par  ces  traits  sont  absolument  indépendantes  entre  (Iles  et 
([u'elles  conduisent  aux  mêmes  l'ésiillals,  (pielque  ordre  (|u'on  suive  en 
prenant  les  fonctions  primes  relalivemeiil  h  .r  et  à  v,  iiuli(|iiées  |)ar 
cliaenn  des  traits  supérieurs  ou  inférieurs.  Ainsi,  jiar  e\em|de,  on  aura 
également  la  valeur  de  /  .r,  v  en  preiiaiil  la  l'iiiielion  seconde  de 
f  v,  y  relalivenieni  ;i  j-  et  ensuile  la  ronelion  prime  de  celle-ci  rela- 
tivement il  y,  ou  en  |ireiiant  d'abord  la  fonclion  prime  i\('/{x,y)  rela- 
tivement il  V<'l  ensuile  la  foio  lion  seconde  de  celle-ci  relativement  l\.r, 
ou  bien  en  preiiaiil  la  fonclion  prime  dey"(.r,  y)  rolalivement  ii  .r,  en- 
suite la  fonction  prime  de  celle-ci  lelativement  a  y,  et  enlin  la  fonction 
prime  de  cette  dernière  relativement  a  x;  ci  ainsi  des  autres. 
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Il  est  évident  que  cette  conelusion  a  lieu  en   général  quelles  qui- 
soient  les  varialjk'S  r.  v,  indépendantes  ou  non. 

75.  Soit,  par  exemple, 


f  x,y)  —Xs,zxy-T-y'; 
ou  aura  la  lunetion  prime  relativement  ax. 


f'v-^>r]  =  \-ixy^y--i- 


^ixy-^y- 
et  sa  fonction  prime  relativement  a  y  sera 


.  x-—xy 

f,  x,y  = 


\-ïxy-^y- 
ensuite  la  fonction  prime  Acf'[x,y\  relativement  à  j  sera 


^■^^r+r        [.xy+y^? 
et  la  fonction  prime  dey^  .r,  j    relativement  à  .r  sera 

>.x-T-y  [x- -h  xy'' y 


/>.r:  = 


V2X)-r-,>- 


2-rj^r 


(Juoique  ces  deux  expressions  dey^(a-,  >'^  paraissent  didérentes,  elles 
sont  cependant  identiques,  car  elles  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à 

^x-y  •+-  "ixy-  -h  y^ 

1       ' 

Ensuite,  eu   prenant   la  fonetiou   prime  de /'{x,  y)  relativement  à  a-, 
c'est-à-dire  la  l'onction  seconde  i\o /yx,y]  relativement  à  a-,  ou  aura 

.„          .               ar                      x^-                3xy-A--ir' 
f  s^tX)  =  '     ■  — '■ ji  =  — '■ —i^ 

^■ixy-i-y-        (^.j^y^j-îyi        {^^xy-hy-]- 

IX.  19 
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et,  |ircii;uit  maintenant  la  fonction  prime  (le  ocllo-ti  rt'lalivcnicnl  ii  v, 

on  ani'a,  apii's  les  réiliiclions, 

3x-r--i-  3a:)"'' 


fA^'T 


'ixy-^-  y-]- 


l)f  mômo,  en  pirnanl  la  fonction  prime  de  /"'i  .r,  )-)  relariveiiicnl  à  x, 
on  trouvera 


/V^.r)  = 


3x-  )•-  -\-  3.ry' 


(2XJ-+-J-)- 

el  ainsi  de  snile. 

Il  ifsiillc  de  là  que,  afin  que  des  fonctions  données  de  .r et  v puissent 
èlre  prises  pour  des  fonctions  dérivées  d'une  même  fonction  primitive, 
il  faut  qu'elles  satisfassent  à  certaines  conditions. 

Ainsi,  si  F  r,  v:  et  o[x,y)  représentent  des  fonctions  dduiu'es  de 
.r,  V,  pour  (|u'on  puisse  supposer 

Y[x,  y]  =f'[x,y)     et     o[x,  y]=f,.r,  y], 

il  l'aiidia  (|[ie  l'on  ait 

/V.  r)  =  ^X^'  y)  =  ?'(^'  r)- 

l']l,  eu  ii'('Miéi'al,  pour  (|u'oii  puisse  sup[)oser 

f  l-^.  r  )=/«"( -^..v)     el    o[x,y)=fP{x,y], 
il  faudia  (|ue  l'on  ait 

Par  exemple,  si 

^      •  '       x--i-  y-        '  ^      •  '  x--hy- 

oii  pdiirra  supposer 

F'>.r)=/'(^.r).    ?(^..r)=/,(-»^.r)' 

ear  DU  li'onvc 
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iii;iis  on  ne  pourrait  pas  supposer 

ï[x,jr]—f;^x,)-]     el    o^x,x,=J"\^-,r  • 
("ir  alors  il  faudrait  que 

ce  qui  n'est  pas. 

76.  En  général,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  qui  entrent 
dans  une  fonction,  si  l'on  donne  un  aeeroissenient  à  eliaeune  de  ces 
variables,  et  qu'on  développe  la  fonction  suivant  les  diuiensions  for- 
mées par  ces  dilférents  accroissements,  qu'on  développe  ensuite  de  la 
même  manière  les  fonctions  produites  par  le  premier  développement, 
et  ainsi  de  suite,  il  règne  entre  ces  différents  développements  une  loi 
que  nous  allons  exposer  d'une  manière  générale,  parce  qu'elle  peut 
être  utile  dans  quelques  occasions. 

Soit  y  .r,  r,  z,  ...)  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépen- 
dantes .T.  y,  z,  ...;  supposons  que,  par  la  substitution  de  a- +  a, 
r-t-^i,  ;-(--•,  ...  à  la  place  de  .r,  y,  z,  ...  et  par  le  développement 
suivant  les  puissances  et  les  produits  de  a,  ';:.,  •-,   ...,  cette  fonction 

devienne 

/(x,r,;,  ...i+/(.)+/i2)+/(3)+.... 

Je  dénote  par/^^i  la  somme  de  tous  les  termes  où  les  ((uanlités  z, 
[i,  y,  ...  seront  à  la  première  dimension,  par/(2)  la  somme  de  tous 
les  termes  où  ces  mêmes  quantités  formeront  deux  dimensions,  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons,  de  plus,  qu'en  faisant  la  même  substitution  et  le  même 
développement  dans  les  fonctions/^i  j,  /(2),/(3),  . . .  elles  devienuenl 

A')+/l'.')+/^'. --)+/('. 3)  +  .... 

/(2)+/(2,.)-^/(2,2)4-/(5,3)+..., 

/(3)-4-/(3,.)-^/(3,2)-K/(3,3)-4-.... 
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'•11  je  (Iciidlc  |KU'  /\i,  i),  f[\,  7.),  ...  les  rangs  succossifs  (les  termes 
lin  (léve|{)p|)enieiit  (le/(i),  de  manière  (|ne,  piiis(|ne  les  qnaiitités  y., 
[i,  y.  ...  sont  à  la  premii're  diniension  (lans/(i),  elles  formeront  denx 
dimensions  dans/  i,  i  ,  trois  diineiisions  dans  /(r,  2^.  et  ainsi  des 
antres.  Par  celle  notation,  on  voit  (m'en  général  la  (|iiaiitité  désignée 
|)ar /  m,  n)  renfermera  tous  les  termes  du  dévelo|)|)eiiieiit  de  /(/;?;, 
on  les  (|iiantités  a,  [i,  y,  . . .  loriiieiont  m  -+-  n  dimensions. 

Cela  posé,  si  l'on  substitue  d'ahord  .r -f-  y.,  v-f-[i,  s+y,  ...  dans  la 
fonction/,  j:,v.  ;,  ...  ,  elle  deviendra 

/(^•,r.z,  ...)+/j)+/^.,)+/(3)+..., 

et.  si  l'on  substitue  ensuite,  dans  celte  (iiiantitc,  x -^my.,  y  +  m'^j, 
z  +  m-;,  ...  à  la  place  de  r,  v,  :■,  il  est  clair  ([u'idlo  deviendra 

fx,y,z,...]-i-  /(,)  +  /,,)  4-  /-i)  +..., 
4-n»/(.)  +m"-f^2)  +m3/^,3)  +..., 
-f-  />)/(  1 ,  1  )  -i-  /«-/(  1 ,  2  )  +  /«'/(  1 ,  3  )  -t- . .  , 
■+-  mf[  1,  I  )  H-  in-f[-?.,  2  )  -I-  in^f[i,  3  )  +  . . . , 
-T-  mf{3,  1)  -I-  m-'/(3,  9.)  -f-  /«'/(3,  3)  -(-. . ., 


D'un  autre  côté,  il  est  visible  que  ces  deux  substitutions  succes- 
sives équivalent  à  une  substitution  unicjue  qu'on  ferait  dans  la  fonc- 
tion/(a:,  v,  z,  ...),  en  mettant 

X  -h    i  -h  m)x,     y  -h  [1  -h  ni)  ^,     z  -h  (i  -i-  m]-/,      ... 

à  la  place  do  .f,  r,  r et  (|ui  donnerait,  par  le  devcloppcinent, 

f'x,y,z,  ...'  -H  ;n-/;i;/  0-h    f-t-/H;2/;,;n-(n-,„)3y,;3)  ^ 

Ainsi,  il  laiidia  (jne  ces  deux  dévelop])einenls  soient  idcnrKincs  cl 
(|iie,  |)ar  consé(iiienl,  les  termes  (|iii  reiitéiineiit  les  mêmes  dimensions 
7.,  'i,  y,  .. .  soient  égaux  de  part  et  d'autre,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la 
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quantité  m.  On  aura  donc  les  comparaisons  suivantes  : 

/>^)-^'«'/>^;  +  '»'/.'.?)  +'"  /,2,  i)  =  (i-r-m)'/(3), 

/(4) +"î'/;Î;-(- "''/;!,  >;  -+- w^r  a,  2    h-/»/,3,  i]  =  {i-t-m  >/  ',  , 

Et,  comparant  encore  les  termes  allVctés  des  mêmes  puissances 
de  m,  on  tirera  ces  valeurs  : 

/(.,2;  =  3/-3;,    /^^,  ,]^3/  3  , 

/(., 31=4/(4).  /i2.2i  =  6/;4^  y(3,  0=4/(4), 

Donc,  par  les  termes  du  premier  développement  général,  on  pourra 
avoir  immédiatement  ceux  de  tous  les  développements  partiels  suivants. 

77.  A  l'imitation  de  ce  que  nous  avons  pratiqué  pour  les  ionctions 
d'une  seule  variable,  si  l'on  regarde  :;  comme  une  fonction  de  or  et  v, 
on  pourra  dénoter  par  z',  s,  ;",  :;,',  r,,  ...  ces  différentes  fonctions 
dérivées,  en  appliquant  à  la  lettre  z  les  mêmes  traits  qu'on  appli- 
querait à  la  caractéristique  /  de  la  fonction  /{a:,  y)  qu'on  suppose 
représenter  la  valeur  de  ;,  et  l'on  nommera  ces  fonctions  de  la  même 
manière. 

Ainsi,  .r  devenant  .r -T- i  et  jK  devcnantj'-i- o,  la  (juanlité  ;,  loncliun 
de  a%  )-,  deviendra    n"  73) 

.  ,  '-    „      .     ,       o-  /^     ,„      i'-o   ..      10-   ,        o'^ 

z  -\-  iz  -r-  o:,H z  -h  loz^-i r„4-  ^ — -  z   h — :;'^'>  '^ — 7"  '«  "^  T^  '»-!-•••. 

le  terme  général  de  cette  série  étant,  comme  dans  l'endroit  cite, 


i"'o"  _,„ 

. Î.3. .  .m   ' 1.2.3. . .«  I  """ 
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A  ri'^fîird  (le  la  manioro  tic  trouver  ces  (lilTorenles  fonctions,  il  est 
clair  qu'il  n'y  a  (|u'à  suivre  les  mêmes  rèi-les  que  pour  les  (onctions 
•  rune  seule  varialile,  les  traits  supérieurs  de  la  caiaelérisli(iiu'  indi- 
tjuant  l'ordre  de  la  l'onction  dérivée  relalivenuMit  à  .r  seul  et  les  traits 
inl'érieurs  indiquant  l'ordre  de  la  l'onclion  dérivée  relativement  à  v 
seul. 

Ainsi,  en  prenant  les  fonctions  primes  de  z  selon  œ  et  v,  on  aura  les 
valeurs  de  z'  et  :;,,  et  de  là,  en  prenant  encore  les  Ibuctions  primes  rela- 
livemeut  ;i  .v  et  à  v.  on  aura  les  l'onclious  dérivées  du  sec(uid  ordre  z", 
:,,  ;, ,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  bon  de  remar(|uer  ici  (juc,  pour  les  lonclions  de  deux  variahles, 
il  va  deu\  luuclious  déi'ivées  du  premier  ordi'c  :' el  :,,  trois  du  seccuid 
(ii'dre  z",  z',,  z^^,  ...,  de  sorte  (jue,  pour  l'ordre  //i"""^,  il  y  aura  un 
nombre  m  -h  i  de  fonctions  dérivées. 

(louiuic  nous  distinguons  ces  l'onctifuis  dérivées  pai-  des  traits  supé- 
rieurs qui  se  rapportent  à  l'une  des  variables  •/■  et  i)ar  des  traits  infé- 
rieurs qui  se  rapportent  à  l'autn*  variable  r,  nous  nommerons  l'onclious 
j>rimes.  secondes,  etc.,  selon  .f  ou  v,  les  fouclious  mai'({uées  |)ar  de 
seuls  traits  supérieurs  ou  inférieurs,  et  nous  nomuu'rons  simplement 
ïonclnm?:  primo- />rirnes,  secundo-primes,  primo-secondes  les  fouet  ions 
man|in''es  ii  la  fois  par  des  traits  supérieui's  et  inférieurs,  eu  énonçant 
le  li'ait  supérieur  le  premier  et  l'inférieur  le  second. 

On  trouvera  plus  de  détails  sur  ce  sujet  dans  la  Leçon  M.N  du 
Cafcul  des  fondions  ('). 

(  *)  OEuvns  de  Ln^ningr,  l.  X. 
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CHAPITRE  Xllf. 

or  l'on  donne  la  manière  de  DÉVELOPPEP.  les  lONf.riONS  d'iN  NOMliUE 
QIELCONQUE  DE  VAUIAIiLES  EN  SÉPJES  TERMINÉES,  COMPOSÉES  d'aITANT 
DE    TERMES    QU'oN    VOUDRA,    ET    d'aVOIR    LA    VALEUR    DES    RESTES. 


78.  Par  une  méthode  analogue  à  celle  du  (^liapilre  W,  on  peul  aussi 
avoir  le  développement  d'une  fonction  quelcon([ue  de  .r  et  y  suivant 
les  puissances  de  x  et  y  et  déterminei'  les  restes  de  la  série  lors(|u'ou 
veut  l'arrêter  à  des  termes  quelconques.  Eu  cliaut;eant.  dans  la  lor- 
mule  du  n'  73,  x  et  v  en  a-  —  i,  y  —  ;',  ensuite?  /  et  o  en  .rz,  rz,  on 
a  u  ra 

f[^,r]  =f,x  —  -rz,}'  —  yz  •  -+-  xzf'ix  —  xz,y  ^yz)  -hfzfi[.v  —  xz,)-  —  )-z) 

-+-  f"\^x  —  xz,y  —yz)  -hxjz-£'[x  —  xz,y—yz]  +• /„,■*-'  —  ^z,  y  —^ 

OÙ  :j  sera  une  quantité  quelconque  indéterminée  qui,  étant  supposée 
égale  à  zéro,  rendra  l'équation  identi()iu\  et  qui,  étant  faite  égale  à  i . 
donnera 

/i'^.  j)  =/+  -^Z' + rf,  +  Y-^"  +  -^r/'  +  -^Â  +  ■  •  •  . 

l'cu'uniie  générale  du  dcvelo|tpemenl  de  la  fonction  /"(a-,  v)  suivant  les 
puissances  de  .tet  )',  dans  huiuelle  les  quantités  désignées  par/,/', 
/,  ...  dénotent  les  valeurs  des  fonctions  dérivées  suivant  x  et  r,  en 
faisant   r  =  o  et  y  =  o. 

Supposons  maintenant  (|ii'on  ne  veuille  faire  ce  dévelo|)|»emeul  ipie 
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|);ir  parlirs,  el  ai  rotons-nous  d'abord  au  premier  ternie;  nous  ferons 

1'  étant  une  lunction  de  z  qui  devra  être  évidemment  nulle  lorsque 
;  =  ().  Puisque  la  quantité  z  peut  èlif  quelconque,  nous  pouvons 
prendre  l'équation  prime  relativement  ;i  ;,  et,  par  les  prineipes 
et  la  notation  établis,  il  est  faeile  de  voir  (|ue  la  fonction  prime  de 
/[.v  —  .vz,y  —  yz),  prise  relativement  à  z,  sera 

—  xf[x  —  xz,  Y—yz)  —rf,[^  —  ■*■-'  y—r^)y 

donc,  désit;iianl  pari''  la  fonction  prime  de  1*,  piisc  aussi  iclalivement 
il  r,  on  aura,  pour  la  déteriuinalion  de  1\  i'c(|nution  du  premier  ordre 

P'  =  xf[x  —  xz,y  —  yz]  -^ yf,'X  ^  xz, y  —  yz). 

(ionsidérons,  en  second  lieu,  les  trois  preniicis  termes  du  dévelop- 
pement de  /"  .V,  y  ,  et  faisons 

./>..'■;  --/v-r-x3,  j-;-z;  -t-x3/'(.r-xz,/-jz)  -hyzf,[x-x:,  y-yz)  +  Q; 

O  sera  une  fonction  de  ^  qui  devra,  par  la  nature  même  de  cette  équa- 
tion, devenir  nulle  lorsque  z  —  o.  A  cause  de  l'indétermination  de  s, 
on  pourra  prendre  l'équation  prinn-  lelativemcnl  à  z,  et,  désignant 
par  Q'  la  fonction  prime  de  Q,  on  trouvera,  après  avoir  effacé  les  termes 
(jui  se  détruisent  dans  l'équation  prime,  cette  équation  du  premier 
ordre  pour  la  détermination  de  Q, 

Q'=zx-z f"[x  —  xz, y—yz) -i-ixrzfj{x  —  xz,  y—yz]  -{-y-zf„[x  —  xz,  y—yz), 

et  ainsi  de  suite. 

i'uiir  déduire  de  ces  équations  les  valeurs  de  P,  Q il  faudrait 

clierclier  les  fonctions  primitives  des  (|nantilés  P,  Q',  ...  relativement 
il  r  et  les  |)rendre  telles  qu'elles  sdieiil  nulles  lorsque  ;  =  o.  .Mais, 
eiuiime  nous  n'aMuis  p:is  besoin  des  expressions  générales  de  ces  quan- 
tités, mais  seuleiiieiit  de  leurs  valeurs  relatives  ;i  :;  =  i ,  (lue  même  il 


PREMIERE   PARTH:.  -   CIIMMTUK   Mil.  13:) 

siitRt  d'avoir  dos  limites  do  cos  valeurs,  on  poiiiia  faire  usage  de  la 
iiiétliode  employée  dans  lo  Chapitre  eité  pour  parvenir  à  des  eonclu- 
sions  semblables  à  eolles  du  n°  39. 

Ainsi,  on  désignant  par  1  un  nombre  indéterminé,  ou  plutôt  inconnu, 
toujours  compris  entre  o  et  i,  et(|ui  devra  être  partout  le  mémo  dans 
la  même  fonction,  mais  (|ui  pourra  être  dilléreut  dans  les  diilorenles 
fonctions,  on  trouvera  les  expressions  suivantes  : 

P  =  xf\'/.x,  ly]  -\-yf,lx,  ly  , 

Q  :=  A[x'- /"  'l.x,  /,)■   -I-  ''.vyf^  'l.x,  >  V    ^-  )  - /„  >,r,  /  y  ]. 

et  ainsi  des  autres. 

Donc  entin,  substituant  ces  valeurs  de  P,  Q.  ...  dans  les  dévelop- 
pements àc  f[x,Y)  et  faisant  ;=i,  on  aura  cos  formules  générales, 
qui  renferment  une  extension  du  théorème  du  n"  40  : 

f,^'  y.  =/+  xj\lx,  ly)  +yf,}.x,  ly] 


=./■-  xf  + .,/,  -  ^/"  +  xy/:  ~  Ç./; 
xy- 


■+-  ^—  f'  [Ix,  ly]  ■+-  -^-rr  f„,  "/x,  /.)• 


Donc,  si  l'on  a  la  fonction  /(j:-i-i',v  +  o)  à  développer  suivant  les 
puissances  de  i  et  de  o,  il  n'y  aura  qu'à  mettre  /  et  o  à  la  place  de  .i- 
et  V  dans  les  formules  précédentes,  et  les  quantités/,  /',/,'.  . . .  devien- 
dront /"  .r,  v), /'\-r,  y),/^[x,y) oii  les  fonctions  dérivées  peuvent 

être  prises  relativement  à  x  cl  y,  puiscjue  la  fonction  /  x-h  i,  v  +  o 

est  telle,  que  ses  dérivées  relativeuu'ut  ii  .r  et  v  sont  les  mémos  que  le> 

IX.  -o 
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(JtM'ivées  ri'lativi'int'iil  à  /  cl  o.  Ainsi,  on  aura 

/  .r  -H  /,  )•  -)-  o  =/jX,  )•)  +  ij[x  -4-  "hi,  y  -\-\o   -h  of,[x  -+-  Xi,  y  -f-  Xo) 

=y>". .r)  -^  'f\^> X'  -+- «/ (•'^. r) 

H /"(-^^  -t-  X/,  >•  +  Xo  j  -t-  io  fj[x  -+-  Xi,  _>•  -t-  Xo 


•2.3 


/'"  .r  -I-  Xj,  y  +  Xo)  +  • — f'x  +  X/,  _>•  +  Xo 


10-    .„   ,           .  .              ,     ,          o^     .  ,  ,  . 

H /,  fj;  -f-  X/,  j-  -t-  Xo)  H ï/w'.*"  -1-  X/,  _7-  r  /.o 


La  quantité  le  répond,  comme  l'on  voit,  à  la  quantité  que  nous 
avons  désignée  pary  dans  le  n°  40;  nous  préférons  ici  l'expression  X./, 
parce  que  le  même  coeiïicient  X  se  trouve  dans  la  quantité  Xo.  De  ces 
formules,  qu'il  serait  maintenant  aisé  d'étendre  aux  fonctions  de  trois 
ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  on  peut  déduire  la  conclu- 
sion suivante  : 

Lorsque,  dans  le  développement  d'une  fonction  suivant  les  puis- 
sances et  les  produits  de  certaines  quantités,  on  veut  s'arrêter  aux 
termes  d'un  ordre  donné,  c'est-à-dire  dans  lesquels  ces  quantités 
forment  des  dimensions  d'un  degré  égal  à  l'exposant  de  cet  ordre,  on 
peut  supposer  le  reste  du  développement  égal  aux  seuls  termes  de 
l'ordre  suivant,  mais  en  y  conservant  ces  mêmes  quantités  sons  les 
fonctions,  et  les  multipliant  toutes  par  un  coedicient  X  dont  la  valeur 
sera  entre  les  limites  o  et  r,  et  qui  sera  la  même  dans  la  même  fonc- 
tion, mais  <jui  ])ourra  être  dillérentc;  dans  li.'s  dillerenles  fonctions. 
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7'J.  Au  reste,  on  pourrait  aussi  appliquer  au  dévelup[)eiiieiit  Je  la 
fonction /\r -1-/,  y -i-o)  la  méthode  du  n"  37,  en  prenant  les  fonctions 
dérivées  par  rapport  à  i  et  o.  En  effet,  soit 

f\x  -i-  /,  y  -T-  o   ~f[x,  y  +  /P  +  oQ. 

En  prenant  d'abord  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  .r  et  y.  on 
aura 

Ensuite,  si  l'on  prend  les  fonctions  dérivées  par  rapport  à  i  et  o.  et 
qu'on  les  désigne  par  des  traits  placés  au  haut  et  au  bas,  mais  en 
arrière  des  lettres,  on  aura  aussi 

f'[x-^  i,y-h  o   =V  -I-  /'P  4-  o'Q, 
f,  x-^i,y^o    =Q  + i,P-ho,Q, 

puisqu'il  est  évident  que  les  fonctions  dérivées  de  /  x  -i-  i,  y-ho 
sont  les  mêmes  par  rapport  h  x  et  i  et  par  rapport  à  vet  o.  De  là  on 

aura 

P  —f'ix,y   -h/(P'— 'P)  ^o  Q  —  Q), 

Donc,  si  l'on  fait 

R=P'-'P,     s=rQ'_  Q  +  p,     ,P,     T  =  Q,     ,Q. 

on  aura,  en  substituant  ces  valeurs, 

f[x  +  i,  y-^  o]  ^^f^x,  y]  -i-  if'\x,  y]  +  of,[x,  y]  -r-  /-R  -+-  /oS  —  o- T. 

et  l'on  pourra  de  la  même  manière  pousser  le  développement  aussi 
loin  qu'on  voudra,  de  sorte  qu'en  connaissant  les  expressions  analy- 
tiques des  premiers  restes  P,  Q  on  trouvera  tous  les  suivants  par  les 
simples  fondions  dérivées  de  ces  restes. 

80.  Puisque  les  fonctions  dérivées  de  deux  variables  se  lormeiil 
de  la  même  manière  et  par  les  mêmes  règles  que  C(dles  d'une  seule 
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viiiialilc,  en  ((iiisidi-raut  l'haquo  variable  séparénioiil  cl  siu'cossivfmciil, 
il  s'ciistiit  (|in'  tout  ce  (|iii'  iKuis  avons  (Iciiioiilrc  sur'  les  l'oiiclioiis 
(riiiic  si'iilf  variable  [tciil  s'a|»|)li(Hiri-  de  iiit'-iiic  aux  Ioik  lions  de  deux 
\aiial»l('s. 

Ainsi,  il  sera  lacilt'  d"('lciidi('  aux  lonclious  de  deux  variables  les 
icuiai(|ues  (jue  nous  avons  i'ailes  dans  le  (lliapili'e  Y,  sur  le  dévelop- 
[lenienl  des  Ibnclions  lorsqu'on  donne  aux  variables  <Ie's  valeurs  délor- 
inmées,  el  d'en  déduire  des  eonsé(iuenees  el  des  lésnllals  semblables. 

1-jitin,  il  est  visible  (|u'on  pourra  traiter  aussi  par  les  mêmes  prin- 
ii|>es  les  fonelions  do  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables, 
|Miis(|u'il  ne  s'agira  (|ue  de  répéter  les  mêmes  opérations  séparément 
pour  tlia(|iie  \ariable. 
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CHAPITRE  XIV. 

DES  ÉQUATIONS  DÉRIVÉES  d'cNE  ÉQUATION  ENTRE  TROIS  VARIABLES.  DES  FONCTIONS 
ARBITRAIRES  QUI  ENTRENT  DANS  LES  ÉQUATIONS  PRIMITIVES  COMPLÈTES  ENTRE 
TROIS    VARIABLES. 


81.  Lorsqu'une  fonction  r  n'est  donnée  que  pnr  une  équation  entie 
X,  Y,  z-,  on  considérera  que,  comme  cette  équation  doit  avoir  lieu 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  x  et  v,  il  s'ensuit  qu'elle  aura  lieu 
aussi  en  y  mettant  .r-i-i  et  y^o  à  la  place  de  x  et  v.  quelles  que 
soient  les  quantités  i  eto,  de  sorte  que,  en  développant,  après  cette 
substitution,  l'équation  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  /'eto, 
il  faudra  que  les  termes  multipliés  par  une  même  puissance  ou  produits 
de  i  et  o  forment  des  équations  séparées.  Mais  nous  venons  de  voir 
que,  dans  le  développement  d'une  fonction  de  j-  et  v,  les  termes  mul- 
tipliés par  i  donnent  la  fonction  prime  selon  .r,  ceux  multipliés  par  u 

donnent  la  fonctiuu'prime  selon  v,  ceux  multi}>liés  par  —  donnent  la 

fonction  seconde  selon  .r,  etc.  Donc,  ayant  une  équation  quelconque 
entre  x,  y,  z-,_  et  regardant  z  comme  une  fonction  de  .r  et  v  donnée 
par  cette  équation,  on  pourra,  en  prenant  les  dill'érentes  fonctions 
dérivées  de  tous  ses  termes,  en  déduire  autant  d'équations  dérivées 
de  différents  ordres,  qu'on  appellera  de  même  équations  primes,  se- 
condes, etc.  selon  r  ou  V,  équations  primo-primes,  secundo-primcs.  etc.. 
et  en  général,  équations  dérivées  du  premier  ordre,  du  second  ordre,  etc. 

Ces  équations  serviront  à  trouver  les  valeurs  de  z' ,  r  .  ;' .  z' .  z 

Si  donc  on  représente  par 

F  X,  y,  -   =  o 
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réqiiation  proposée  pour  la  détermination  de  z,  et  qu'on  désigne  sini- 
pleniont  par  F(a^),  F(y),  F(s)  les  fonctions  primes  de  F(a;,y,  s) 
prises  relativement  à  x,  v,  ;,  considérées  séparément  et  comme  des 
variables  indépendantes,  il  est  aisé  de  voir,  par  les  principes  établis 
pour  les  fondions  d'une  seule  variai)le,  (Hie  i[F'{x) -{-  z'  V{z)]  sera 
le  terme  affecté  de  /.  et  orF'(r)  4- s,  F'(3)]  le  terme  atfecté  de  o  dans 
le  développement  de  F[x,y,  -),  après  la  substitution  de  j:  -{-  i  et  y  +  o 
l)our  a- et  V,  3  étant  regardé  comme  fonction  de  a-  et  v. 

Ainsi,  F'(a:) -h  ;:' F'(r)  sera  la  fonction  prime  relative  à  .r,  et 
F'  v""  -t-  :,  F'(3)  la  fonction  prime  relative  à  r  de  V{x,  y,  z),  de  sorte 
qu'on  aura  ces  deux  équations  primes 

r[x]+z'F'{z]=o,     F'(j) +z,  F(2)  =  o, 

d'où  l'on  tire 

.,__F(^       __    F-(ri 
--    r(s)'   '■-    F'{z)- 

Ayant  ainsi  les  valeurs  de  z'  et  ;,,  on  en  déduira  celles  de  z",  z',, 
r,,.  ...  en  prenant  de  nouveau  les  fondions  primes  de  celles-ci  rela- 
tives à  a-  et  V,  et  ainsi  de  suite. 

82.  On  peut  aussi  ra|)porler  innnédialerruMit  cd(e  tbéorie  à  ('(die  des 
fondions  d'une  variable  en  regardant  z  comme  donné  en  .r  etj-,  et  ;>' 
comme  une  fonction  indéterminée  de  .r.  Ainsi,  en  regardant  d'abord  y 
et  :  coinujc  fondions  de  .r,  la  londion  j)rinie  de  F(.r,^y,  z)  sera 

F'{x]-\-X'F'(x]-^z'F'(z]; 

mais,  z  étant  considéré  comme  fonction  de  .r  et  y,  et  y  comme  fonction 
de  j?,  la  fonction  prime  de  =  sera  représentée  par='  +  y'=,  :  mettant 
celle  valeur  à  la  place  de  z',  on  aura 

F'ixi  +  ^'F^:,,  H-j'LF'(r)  +  .-,F'(z)] 

pour  la  fondion  prime  deF(a',  r,  s).  . 
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Donc,  ayant  l'équation 

F;ar,  y,  z]  =1  o, 
on  aura  l'équation  prime 

r[x)  +  z'F'[z]-h  j'[F'(j)  +  z,  V'{z  ;]  =  o. 

Mais,  y  étant  regardé  comme  une  fonction  indeti'rminée  de  x,  l'équa- 
tion précédente  doit  avoir  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  v';  elle  se 
décomposera  donc  en  ces  deux-ci, 

T'[x)  -i-  z'  F'(z)  —  o,     F'(jl  +  2,  F'(z)  =.o, 

comme  plus  haut. 

On  pourrait  li'ouver  de  la  même  manière  les  équations  dérivées  des 
ordres  supérieurs. 

83.  Cela  posé,  considérons  en  général  l'équation 
F[x,  y,  z]  =  o; 
elle  donne  les  deux  équations  primes 

F'(^j  -I-  z'  F'(zj  =  o,     F'{r)  -i-  3,  F'(Z;  =  o, 

qui  auront  par  conséquent  lieu  en  même  temps  que  la  proposée.  Donc 
une  combinaison  quelconque  de  ces  trois  équations  aura  lieu  aussi  et 
pourra,  par  conséquent,  tenir  lieu  de  l'équation  primitive. 

Soient  a  eA  b  deux  constantes  quelconques  contenues  dans  la  fonc- 
tion F{x,y,  z);  ces  constantes  seront  les  mêmes  dans  les  fonctions 
dérivées  F'(a7),  F'(y),  F'(s);  ainsi  l'on  pourra,  au  moyen  des  trois 
équations  dont  il  s'agit,  éliminer  ces  deux  constantes,  et  l'équation 
résultante  sera  une  équation  du  premier  ordre  entre  .r',  v.  :,  ;'  et  r 
(jui  renfermera  deux  constantes  de  moins  (|ue  l'équation  piimilive. 
Donc,  réciprocjuement,  si  l'on  n'a  pour  la  delerniinarKUi  de  ;  en  r  el  v 
qu'une  équation  du  premier  ordre  entre  r.  v,  ;.  ;'  et  ;,,  l'équation 
primitive  entre  x,  y  et  z  devra  contenir  deux  constantes  arbitraires. 

Ceci  est  analogue  à  ce  (juc  nous  avons  vu  relativement  aux  fonctions 
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(rime  scuk'  variable  i  n"  46;;  mais  nous  avons  vu  aussi  n"  (iO  >  que  la 
quanhté  arbitraire  qui  doit  se  trouver  dans  Feciualiou  primitive  peut 
n'être  pas  eonstante  et  donner  eependant,  par  l'élimination,  la  même 
équation  du  premier  ordre.  La  même  eliose  peut  done  avoir  lieu  ici; 
et  il  est  aisé  de  coneevoir  qu'on  aura  eneore  la  même  é(juati(Ui  du 
premier  ordre  par  l'élimination  des  deux  arbitraires  a  et  b,  (juoicju'elles 
ne  soient  pas  eonstantes,  pourvu  que  les  deux  équations  primes  soient 
eneore  de  la  même  l'orme. 

Désignons  simplement  par  Y'[a)  et  F'(6)  les  fonctions  primes  de 
Ff.r,  r,  z]  prises  relativement  aux  quantités  a  et  b  eontenues  dans 
cette  dernière  l'onction;  il  est  aisé  de  voir,  par  les  principes  établis, 
que,  si  a  Qlb  sont  regardés  comme  des  fonctions  de  x  et  v,  la  fonction 
prime  de  Y{x,y,  z)  relative  à  x  devra  être  augmentée,  à  raison  des 
deux  nouvelles  variables  a  et  b,  de  la  ([uanti'té  a  Y'{a)  +  b'Y'{b),  et 
que  la  fonction  prime  relative  ii  v  devra  être  augmentée  pareillement 
de  a,  F'(rt)  -1-  ft,  F'(/;  :. 

Supposons  A  =y(a);  on  aura,  en  prenant  les  fouclions  primes  rela- 
tivement à  a-  et  V, 

b'=a'f'\a',     l>i=:fiif'  a  ; 

doue  les  (]uaulilésà  ajoutei'  aux  deux  fonctions  primes  seront 

u'll''{a)-i-f'[a]V'[b  ],     rt,[F'(a] -i-/'^«j  F'^6)]; 

par  consê<|uent,  elles  disparaîtront  ;i  la  fois  eu  preuani  a  telle  (|u'elle 

satisfasse  ;i  rr(|uatiou 

F'  a,  -^  f\a''  F'i  il  =  o, 

la  fonction  /  rt  de  a,  (ju'on  a  i»rise  poui'  b,  demeurant  absolument 
arbitraire. 

De  là  résultent  donc  ces  conclusions  importantes  : 

1°  Que  ré(|uation  primitive  qui  satisfait,  en  général,  ii  une  équation 
du  premier  oidre  dnil  rcnfci'mer  nue  fonction  arbilraiie; 

3"  Que,  si  pour  une  équation  donnée  du  premiei'  ordre  (ui    ti'onvc 

une  équation  primitive 

F ^T,  y,  z]  =^  () 
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qui  renferme  deux  constantes  arbitraires  a  et  h,  il  n'y  aura  qu'à  Caire 
h=^f[a)  et  prendre  a  de  manière  qu'elle  satisfasse  à  l'écjuatidM 

\''[a]+f'[a]¥'[b]  =  o; 

la  fonction  désignée  pary(aj  sera  la  fonction  arbitraire; 

'3°  Qu'ayant  une  équation  quelconque  entre  x,  y,  z  qui  renferme 
une  fonction  donnée,  on  en  peut  déduire  une  équation  du  premier 
ordre  où  cette  fonction  ne  se  trouve  plus.  En  eifet,  si  o'p)  est  la  fonc- 
tion qu'on  veut  faire  disparaître,  p  étant  une  fonction  donnée  de  x,y. 
z,  il  n'v  aura  qu'à  prendre  les  deux  équations  primes  suivant  x  et 
suivant  j' de  l'équation  proposée;  on  aura  trois  équations  qui  renfer- 
meront o[p)  et  o'{p),  en  désignant  par  o'{p]  la  fonction  prime  de  «p^/» 
prise  relativement  h  p,  d'où,  éliminant  ces  deux  fonctions,  il  résultera 
une  équation  du  premier  ordre  où  la  fonction  o  //  ne  se  trouvera 
plus. 

84.  Soit,  par  exemple. 

z  —  ax  —  br  —  c  =  o 
une  équation  donnée;  les  deux  équations  primes  seront 
-' —  rt  =  o,     z, —  i  =  o; 

éliminant  a  et  b  de  ces  trois  équations,  on  aura  l'équation  du  pirmier 
ordre 

z  —  XZ' — J2, —  C  :=  O, 

dont 

;  —  ax  —  by  —  f  =  o 

sera  l'équation  piiniitive.  a  et  b  étant  les  constantes  arbitraires. 
Maintenant,  en  supposant 

z  —  ax  —  by  —  c  =:F  [X,  y,  z  , 

on  aura 

r[a]=-x,     F'_(il=-.-r. 

Donc,  faisant  b=/{a),  l'équation  pour  déterminer  a  sera 

-X  ~yf'{a]=zo, 
IX.  ^' 
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(J'oii  l'on  lire 

/■(»)=- p. 

ce  qui  tloiino 

o  désignant  la  fonction  inverse  de/'.  Ainsi,  la  fonction  /  étant  indé- 
tcnninéo,  la  fonction  o  le  sera  aussi;  donc  a  et  6  seront  deux  fonctions 

indéterminées  de  -  ou  plutôt  dépendantes  d'une  même  fonction  indé- 

lerniinée  de  --  et  b  -i ^  sera,  par  conséquent,  une  fonction  iiuléter- 

niinée  de  -•   Désignant    donc   celte   fonction   siniplenienl  paroN-j» 

l'écjuation  primitive  deviendra 

-^-r?(j.)-c-  =  o.- 

Si  l'on  promi  les  deux  équations  primes  de  celle-ci,  on  aura 


l-^liminant  de  ces  trois  équations  les  deux  inconnues  ?(-)  et  9'(-)' 
on  aura,  comme  plus  haut, 

z  —  xz'  —  yz,  —  c  -^^  (), 
l)our  ré(|ualion  dérivée  du  premier  ordre,  délivrée  de  la  fonction  ?  (  -  )  • 
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CHAPITRE  XV. 

I-URMULE    r.r.MARQlABI.E    POIK     LE     DÉVELOPPEMENT     EN    SEP.IE    u'iNE    EONCTION 
OIELCONQUE    DE    l'iNCONNIE    Z    DE    l'ÉQIATION    Z  =  X -i-  Y  f' Z    . 


85.  Celle  proprielé  des  équations  primes  de  pouvoir  servir  à  faire 
disparaître  une  fonetion  quelconque  est  très-utile  dans  beaucoup  d\)c- 
casions.  et  surtout  pour  les  développements  en  série. 

Pour  en  donner  un  exemple,  soit  proposée  l'équation 

z  =  x  -i-rfiz) 

pour  la  délciniination  de  z,/  z  étant  ujie  fonction  qu('l('oiu|ue  de  r. 
et  supposons  qu'on  demande  la  valeur  de  r  en  série  suivant  les  puis- 
sances dey;  il  est  visible  que  les  deux  premiers  termes  seront  r---  ■v/' •»■  . 
et  si,  pour  trouver  les  termes  suivants,  ou  suppose 

il  laudia  développer  la  fonclion  /"(:;)  suivant  les  puissances  île  ^' et 
comparer  ensuite  les  termes  pour  pouvoir  délerminer  les  valeurs  de  A. 

B Mais,   de  cette  manière,  on  n'aurait  pas  la  loi  de  ces  valeurs: 

il  y  aura  donc  de  ravanlage  à  employer,  au  lieu  de  ré([ualioM  pin- 
posée,  une  équation  du  premier  ordre  où  la  l'onclion/  .:;  ne  se  trouve 
pas. 

l'ienant  donc  les  éqiialimis  primes  suivant  .i-  et  suivant  v.  (in  aura 

z'  =  i^rf'{z]z',     z,=f[z)+rf'Nz„ 

eu  denolant  par  /"    c    la  l'onction  prime  de /;  =  )  relativement  ii  r.  iVo'u, 
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éliminant /';  =  \  on  tire  d'abord 

Z,-Z'f[z]=:0.        ■ 

Mais  l'équation  primitive  donne 

donc,  substituant  cette  valeur  dans  la  dernière  é(jualion,  on  aura  celle 
oijuation  du  premier  ordre,  délivrée  de/[z]  : 

z'iz  —  x)  —  rZf  =  o. 

Comme  le  premier  terme  de  l'expression  de  :;  en  série  de  _v  est  évi- 
demment j-,  nous  supposerons,  en  général, 

z  =  X  -t-  A/  -f-  By-  -t-  G^-'  4- . . . , 

A,  F{,  C.  ...  étant  des  fonctions  de  x;  nous  aurons 

s'  =  I  H-  A'j  -+-  B'y-  -+-  C'x^  H- . . . , 

A',  B'.  ...  étant  les  fonctions  primes  de  A,  B regardées  comme 

fonctions  de  a-,  ensuite 

3,  =  A  -t-  2B/  ■+-  3Cj=  -i-  \Dy'  + .  .  .  ; 

donc  on  aura,  en  substituant  ces  valeurs, 

^n-A>--+-B';-+C>-3+...)(A-f  Bj4-Cj=H-...;-A-2B;-  -  3Cj=-...=.o, 

savoir 

(AA-B)j+  ,BA'+AB'-2C)^  =  -+-(CA'-f-BB'^   AC      3D); '+...  =  o, 
d'où  l'on  tire  lout  de  suite 

B  =  AA',     C^HAB'+BA'),     D  :.=  ^(AC'  r^  DB'+ CA'l 
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Ici  la  quantité  A  demeure  indéterminée;  mais  nous  avons  déjà  vu  que 
les  deux  premiers  termes  de  :;  dans  l'équation  proposée  sont  x^vf  .r  : 
par  eonséquent,  on  aura  A=/[x),  et  de  là 

A'=/\x),     B^/ixl/'.»,     B'=/(x)/"(x)+[/'(x)p; 

donc 


Mais,  en  examinant  les  expressions  de  B,  C on  voit  d'abord 

qu'e-lles  peuvent  se  mettre  sous  cette  forme, 

^=(t)''     C=^iAB:/,     D  =  i(AC-iB=y,     E  =  ^(AD  +  BC1',     ..., 

en  dénotant,  en  général,  par  le  caractère  (  )'  la  fonction  prime  selon  .r 
de  la  quantité  renfermée  entre  les  deux  crochets,  et,  si  l'on  fait  les 
substitutions  successives,  on  trouve  que  ces  expressions  sont  réduc- 
tibles à  celles-ci,  plus  simples, 

en  marquant  par  un  trait,  deux  traits,  etc.  les  fonctions  primes,  se- 
condes, etc.  des  quantités  renfermées  entre  les  crochets,  relativement 
à  la  variable  x,  de  sorte  que,  en  substituant  la  valeur  de  A.  on  aura 
enfin 


86.  Supposons  maintenant  qu'on  demande  la  valeur  d'une  fonction 
quelconque  o(s)  de  -,  développée  de  même  suivant  les  puissances  de  v; 
on  fera  «'=  9(:),  et,  prenant  les  équations  primes  pour  faire  disparaître 
la  fonction  ç,  on  aura 
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d'où  l'on  tire 


Siihstitiiaiil  la  valeur  di'  ^)  tirée  de  ré(|iialion  z'iz  —  a-)—  yz^—^  o  du 
miniéro  précédent,  on  aura  relie  é(|nalion  du  premier  ordre 

«'[3  —  x)  — .)■",=  o. 

Supposons  ici 

H  =  P  +  Q  )■  +  \\y-  ■+-  S.)''  +  .  .  . , 

P,  O,  H,  ...  étant  des  fonctions  de  .r;  substituant  cette  valeur,  ainsi 
que  celle  de  ;  tionvée  ci-dessus,  on  aura 

d'oii  l'on  tire 

Or,  en  substituant  successivement  les  valeurs  de  Q,  R,  ...,  il  est 
aisé  de  reconnailro  (jue  les  expressions  de  ces  quantités  peuvent  se 
réduire  à  cette  forme  sim|)le 

0-=P'fixi,   n  =-\p' f'  x\\\   s^—~[V'n(x]]",    .... 

La  fonction  P  demeure  indéterminée,  à  cause  de  l'élimination  de  la 
fonction  o;  mais,  puisque  u  =  o{z)  =  '^[x +  y/{x)  ■+-. . .],  il  est  visible 
qu'on  aura  P  =  9(a;),  et  par  conséquent  P'  =  (p'(a^). 
Donc,  enlin,  on  aura 

?{2)  =  9(*-)+j?'(^)/(^)  +  Ç  [?';^)/M^)]'+£^[9V)/'(^)]"+---. 

formule  très-remai(|nalile  et  d'un  yrand  usage  dans  l'Analyse,  surtout 
|)our  le  retour  des  suites. 
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87.  On  poiiiTail  paivciiii-  iinmédiatcinent  à  ce  dernier  résullat  par 
la  formule  du  n°  33,  ear  il  n'y  aurait  qu'à  regarder  u  eunime  une 
fonction  de/  et  chercher  les  fonctions  primes,  secondes,  etc.  de  u  rela- 
tives à  y,  c'est-à-dire  les  valeurs  de  i/,,  u^^,  ....  Faisant  ensuite  <-=- o. 

on  aurait 

I  I 

tl,    u,,    -  H    ,    :;  «     ,     .  .  . 

pour  les  coelficients  P,  Q,  R,  S.  ...  de  la  série. 

Tout  se  réduit  donc  à  trouver  ces  fonctions  dérivées  et  à  leS  mettre 
sous  une  forme  simple  et  régulière.  Pour  cela,  nous  reprendrons  les 
deux  équations  primes  trouvées  ci-dessus  (n"*  85,  86\ 

•'   •      ■  H,  z, 

lesquelles  donnent  celles-ci  : 

u=u-f^z),     z,=  z'f<z  . 

On  aura  donc  :  i" 

M,  =  «'/*  ;    ; 

2"  en  prenant  les  fonctions  primes  selon  v, 

/'(s)  dénote  la  fonction  prime  de  z  relativement  à  r;  or,  de  la  première 
équation  on  tire  aussi  cette  équation  prime  relative  à  .r, 

u\  =  u"f[z]  ■^u'z'f'[z]; 

donc,  substituant,  on  aura 

H„  =  u"p [z\-^i u'z'f'i z\f{z]  =  [n'p   z  ']' : 

3°  en  prenant  encore  les  fonctions  primes  relatives  à  v,  on  auia 

"»=["7-i=)];; 

or 

[u'p:z)l=,i:f^z)-i-^u'z,zf(z]; 
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subsliliiaiil  les  valeurs  de  u',  et  de  r,  données  ci-dessus,  on  aura 

doni",  prenant  les  fonctions  primes  relatives  ii  x,  on  aura 

et  ainsi  de  snile. 

Donc,  puisque  u  ~  o(:),  on  aura 

par  conséquent 

u,=  z^'[z]f[z],     u„={z'^\z)r-[z)-^,     «,„-   [^>'(^)/»(2)]".      •••. 

^{z)  étant  la  Ibnclion  prime  de  9(3)  relativement  à  :;  seul. 
Faisons  maintenant  j'  =  o  ;  l'équation  proposée 

donnera  z  ~-  x\  donc 

z—i,     <f[z)  —  <f{x),     (p'(z)  =  cp'(a:)     cl    f[z)=f{x]; 

donc  enfin 

V  =  <f{x).     Q  =  <p'(x)/(.r),     R=i[9'M/=l^)]'.    ^-^  l^^W  [^)  P  i^ïï' 

comme  ci-dessus. 

Pour  montrer  par  une  application  l'usage  de  cette  formule,  soil  pro- 
posée l'équation 

z  =:  X  -\-  yz'", 

•r  et  j  étant  des  quantités  données,  cl  qu'on  demande  la  valeur  de  z" 
en  série  suivant  les  puissances  dej-;  on  fera  donc 

f(z)  =  z"',     ^(z]=z"; 

donc  aussi 

J'i  X  :=  X'",     (f{x]=^x",     cf'[x)  ^^  nx"-', 
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fl  l'on  aura  sur-le-champ 

P  =:  X", 

Q=nx"'^"-', 

i>         "        •>,„4-„    i\'       n[7.m-i-  n  —  i)     , 

K=     -     ^X-"'^"""')=  — i ;p2/«+n-J^ 

c         "    I    ■,,„^„   ,  //      n{3in  -h  II  -^  i]l3»i  -+-  n—  y.) 

■}..6  2.3  ' 


de  sorte  qu'on  aura 


n { 1  m  -+11  —  Il 
;."=  X"  +  nx"'^"~if-\ x-"'''"^-y- 


1.6 


V" 


\'tiyez  aussi  sur  ce  sujet  la  Note  XI  du  Trai/é  de  la  rcsohuwn  des 
équaùons  numériques,  seconde  édition  ('). 

(')  OEiivies  de  Ldfçrange,  t.  VIII. 


IX. 
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CHAPITRE  \VI. 

Miriioiir.   (,KM;n.u.i-:   l'Oiii   Tr.oivKu   i/i;qiati(in   imiimitivi:  d'im:  i.qiation  m 

l'IlKMIKK  OUDUP.  I-.MUi:  PIASIF.CRS  VAniAlîl.KS,  I.Ol'.SOl  F.  I.F.S  FONCTIONS  DFKIVFES 
SONT  LINÉAIKES,  ET  POIU  TKOLVEU  L'ÉyiATION  l'IUMniVE  I)*UNE  FioFATlON 
OIELCONQLE    Df    PREMIER    ORDRE    ENTRE    TROIS    VAUlAliLES. 


88.  Nous  avons  vu  (■oiniiiciit  on  poiil  i'aiic  (lisi)ai'iiilic  niic  l'oiK  lion 
aihilrairc  conlrniic  dans  nnc  r(jnalii)n  donnrc.,  an  moyen  de  ses  i'(|na- 
lions  primes;  mais  il  y  a.  ponr  y  parvenir,  un  moyen  plus  simple  ii 
(|uel(iues  égards,  fondé  sur  la  considération  que  nous  avons  employée 
plii.s  liaul    n"82i. 

(!onsidéroiis  en  i;énéial  rc(|ualion 

dans  hKjuelle/^  soit  égale  à/(a:,r,  :;),  les  deux  lonelions  designées  pai' 
les  caraclérisliques  F  et/élant  données,  el  la  l'onc  lion  mar(|uée  par 
la  caracléristiquc  9  étant  arbitraire;  on  peut  supposer  y  une  fonelion 
de  X  telle  que  la  fonelion  prime  de/;  soit  nulle;  alors/;  pourra  être 
traitée  comme  eonslaule  dans  la  fonction  F|.r,.r,  :;,  9(/^l|.  pourvu  (jii'ou 
détermine  y'  par  la  eondilion  (|ue  la  loueliou  prime  de /'(.i',  >',  -  j  soit 
4iulle. 

Désignons  simplement  par  F'(a.-),  F'(_y),  F'(s)  et  de  même  \):\v/(x), 
/\y),f'{^)  les  fonctions  primes  de  F|  .r,j,  =,  o(/;)J  et  de /(.r,  >,  :  , 
prises  relativement  à  r,  y,  z  isolées  et  regardées  comme  indépen- 
dantes; on  aura,  comme  dans  l'endroit  cité,  les  deux  é(|ualioiis  primes 

F»  -I-  z'  F'(3)  +/[F'(.ri  +  :,  r[z)]  =  o, 
f'{x)  +  3'/',  2)  +/[/'(/)  -t-  --,/'(  2  )]  =  ". 
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(Idiil  la  prcinii-rc  coiitieiulra  9(/j)  t-L  dont  la  seconde  ne  contiendra 
|)o'uil/K  celle-ci  servira  à  éliminer  l'inconnue  _}-';  la  première,  jointe  à 
son  é(|Mation  primilivc,  servira  à  éliminer  l'inconnue  97/ . 

(^elle  mélliode  a  l'avantage  de  pouvoir  s'appliquer  aux  éipiations 
(jui  contiendraient  plusieurs  fonctions  arbitraires  de  la  même  fonc- 
lion  p. 

Vax  ellét,  si  l'on  avait  l'écpiation 

on  trouvei'ait  d'abord,  comme  ci-dessus,  une  équation  du  premier  ordre 
sans  la  fonction  o{p),  mais  (jui  contiendrait  encore  la  fonction  'l\p\ 
ensuite,  appliquant  à  cette  équation  le  même  procédé  et  éliminant  de 
nouveau  la  fonction  y  qui  paraîtra  dans  son  é(|uation  prime  par  la 
même  équation  ci-dessus,  on  aura  une  équation  du  second  (udie  (lui 
contiendra  yl/;)  et  d'oîi  l'on  éliminera  cette  fonction  par  le  moyen  de 
l'équation  du  premier  ordre;  etainsi  de  suite,  quel  que  puisse  être  le 
nombre  des  fonctions  ai'bitraires  de  la  même  (juantité/j. 

Mais,  si  l'équation  proposée  contenait  les  fonctions  cû(/j)  et  i(y),  p 
et  y  étant  des  fonctions  dillérentes  de  x,y,  z,  on  ne  pourrait  pas  par- 
venir à  une  écjuation  du  second  ordre,  débarrassée  des  fonctions  9!/;; 
et  J/(f/)  et  de  leurs  dérivées;  il  faudrait  alors  passiM"  à  des  é(iuations 
d'un  ordre  supérieur. 


89.  Considérons  les  équations  du  premier  ordre  qui  peuvent  résul- 
ter de  l'élimination  d'une  fonction  arbitraire  9(/?),  et  su|»posons,  pour 
plus  de  simplicité,  ce  (|iii  est  toujours  possible,  ([ue  re(|ualion  primi- 
tive soit  de  la  forme 

V  .7-,  y,  -''  ^  o{ p\     p  élaiu=/"(ar, _r, -î  ; 

on  aura  aloi's  les  deux  équations  primes 

F»  +  z'  F'(r)  -v/[F'(r)  -f  ;,  F\c}]=  o. 

f[x)  +  z'f'iz)  +r'U'{r)  +  =,f{^)]  =  0. 

(|ui  seront  délivrées  dv  o{[j),  et  il  ne  s'ai';ira  [dus(|iie  d'éliminer)''. 
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1a'  résultat  de  cotte  élimination  est 

F',.r:-4---'F'(;)        F'(r)-t-;,F'(:l 


d'où  l'ésullo  celte  écjiiation  ilii  premier  ordre 

(|iii  ne  contient  que  .r,  v,  ;  avec  les  fonctions  primes  z'  et  :;,. 
Celle  é(|ualion  pourra  donc  être  mise  sous  celle  fornie 

:'4-Mr,+  N  =  o, 

en  faisant 

V[x)f'[z]-V[z)r[.r) 

^,^F»/'(r)-F'(r)T(^) 

d'oii  l'un  peut  conclure  : 

i"  Oue  toutes  les  équations  du  premier  ordie  entre  x,  y,  z  et  s, 
qui  ne  seront  pas  réductibles  à  la  forme  précédente  ne  pourront  pas 
être  dérivées  d'une  équation  primitive  entre  x,  y,  z  et  o{p),  p  étant 
une  fonction  de  x,y,  z; 

1°  Que  toutes  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  à  la 
fornie  précédente  pourront  toujours  avoir  pour  équation  primitive 
une  écjualion  de  la  fornie  supposée  F(.r,  j,  s)  =  of/;),  p  étant  égal  à 
f{x,y,z). 

Car  les  valeurs  des  coeflicicnls  M  et  IN"  étant  données  en  fonclion  de 
X,  V,  ou  aura  deux  équations  par  lesquelles  on  pourra  déterminer  les 
deux  fonctions  marquées  par  les  caractéristiques  F  e!  /,  et  la  l'onction 
marquée  pour  o  demeurera  arbitraire. 

Ce  problème  étant  l'un  des  plus  intéressants  de  la  tliéorie  des  fonc- 
lions,  je  vais  en  donner  ici  une  solution  directe. 

!<0.  Regardons,  ce  qui  est  permis,  y  et  :;  comme  des  fondions  de  a- 
dont  les  fondions  primes  soient  v'  et  z  ,  et  considérons  les  deux  quan- 


PREMIERE  PARTIE.  —  CHAPITRE  XVI.  173 

lités  :;'-i-N  etM-'-hNv';  ces  quantités  deviendront,  par  la  subsliliitioii 
des  expressions  précédentes  de  il  et  de  N, 

f'{r)[F'{z)z'^r{x]-]-¥'{r][riz]z'+f'ix)-] 
r'(x'  [  f'Iz'z.'+f'ir]}']  -  f{x)  [F'(zls'  +  F'(  y^r•^ 

Si  l'on  ajoute,  et  qu'on  retranche  en  même  temps  du  numérateur  de 
la  première  la  quantité  F'(j)/( y)y  et  du  numérateur  de  la  seconde  la 
quantité  Y'[x)f'[x),  et  qu'on  fasse  attention  que  V[x)  -+-  F'i  j')y+F'(::i:;' 
est  la  fonction  prime  de  F(.r,  y, -),  que  nous  dénoterons  simplement 
par  F(j7,y,  s)';  que  de  même /'(j:)+/'(y)y' +/'(:;)-'  est  la  fonction 
prime  de  /{oc, y,  z),  que  nous  dénoterons  pareillement  par /(.r.  >-,  ;  ', 

on  aura 

,,_^  j^T   _  .f'{x)'^[x,r,z\'  —V'[x]f[x,r,z]' 


M;'  +  N^-'= 


V[x]  fix^y.z)'  -  f[x]V[x,r,  z]' 


Donc,  si  l'on  fait  les  deux  équations 

z'  +  N— o,     M -'-I- Nj'==  o, 
ces  équations  seront  équivalentes  à  ces  deux-ci, 

F(jc,  r,  3)'=o     ei    f{x,r,z'=o, 
dont  les  é(juations  primitives  sont  évidemment 

F(x,.r,  s)  =  A,    f{x,y,z]  =  \i, 

A  et  B  étant  des  constantes  arbitraires,  de  sorte  que  ces  équations  pri- 
mitives seront  complètes  à  cause  des  deux  constantes  arbitraires  A  et  H. 
Mais  il  est  possible  qu'en  cherchant  les  équations  primitives  des 

équations 

:'+N  =  o,    M^'-i- Nr'=:  o, 

où  M  et  N  sont  des  fonctions  données  de  .T,y,  :,  on  ne  b's  trouve  ])as 
sous  la  forme  précédente.  Cependant,  sous  quelque  forme  ([u'ellcs 
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piiisst'iil  se  préstMitcr,  si  elles  reiirerment  doux  eonstantcs  aibiliaires  a 
l't  h.  elles  iloivenl  èlre  eoiiiprises  dans  les  préeédenles,  et  leseoiistaiiles 
A  el  15  ne  poiirronl  (|ii  èlre  ioiielioiis  des  eonslaiites  a  vA  b.  Si  donc 
(in  lire  de  ees  éqnalions  primitives  les  valeurs  des  eonstantes  a  el  b 
rn  .r,  V,  ;,  el  que  ees  valeurs  soient  P  el  Q,  en  sorte  que  les  é(|uatioiis 
dont  il  s'agit  soient  réduites  ii  la  lornie  P  =  «,  Q  =  b,  il  s'ensuit  que 
les  louetious  V[a:,y,z)  el  /{.r,Y,z)  ne  pourront  être  aussi  (|ue  des 
lonetions  de  P  et  O. 

Doue,  pnis(jue  ré(|uation  primitive  d'où  récjualiou  du  premier  ordre 
:'-l-  Mr^-H  .\  ^=  o  est  dérivée,  est  de  la  l'orme 

V {j:,j;  z]  =  cfip)  ^  o[f[x,);  z]], 

cette  é(|ualion  |)i'imitive  deviendra 

loncl.;P,  Q)-^(p[(on(t.  (P,  Qi], 

la  l'onetion  m;n(|uée  pai'  o  deuu'uraul  aihitraire  :  d'où  il  résulte  (jue  P 
sera  une  l'onetion  quelcon(|ue  de  Q,  de  sorte  (jue  ré(|ualion  primitive 
de  ré(jualiou  du  premier  ordre 

z'  +  Mz,-i-'S=:o 
pourra  être  réduite,  en  généi'al,  ii  celte  forme  très-simple, 

la  l'onetion  mar(|uée  par  la  caraclérislique  o  étant  arbitraire.  Celte 
méthode  réduit,  comme  l'on  voit,  la  détermination  de  la  l'onetion  de 
deux  variables  à  eelK-  de  deux  ronelions  d'une  seule  vai'iable,  el  elle 
est  surtout  reinai'(|ualiie  par  la  simplicité  et  la  i^éuéralité  du  résultat. 

91.  La  méthode  précédente  peut  s'étendre  aussi  aux  fondions  de 
plus  de  deux  variables.  Ainsi,  si  ii  est  mw  fonction  de  trois  variables  j?, 
1',  ;,  déterminée  par  l'équation 

V[^,J,  3.«)  =  9!/'.  </). 

/)  el  7  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  a,  et  "^[/'yf/i  étant  niu' 


PREMIÈRE  PARTIE.  —  CHAPITRE  \VI.  17:i 

fonction  qiiflconqiio  de  /^  y,  on  Iroiivora,  par  une  analyse  scnihlal)!!' 
à  celle  (lu  n"  89,  cl  regardant, v  et  z  comme  des  fonctions  de  .v  dont 
on  déterminera  les  fondions  primes  v' et  z'  \y.\v  la  supposition  (pie/; 
et  q  demeurent  constantes,  on  trouvera,  dis-je,  une  (•(pialion  du  pre- 
mier ordre,  dérivée  de  la  fonction  o,  de  la  forme  siiivaiile, 

«'+  F.«, -f-  M»  H-  N  =  o, 

L,  M,  N  étant  des  foncticuis  (humées  de  -v,  y,  z,  u,  (H  </,  ?/,,  ,//  étant  les 
fonctions  primes  de  a  relativement  à  x,  y  et  ;,  de  sorte  (juc  toute 
équation  entre  ,v,  y,  z,  u  et  les  fonctions  primes  de  u  qui  ne  serait 
pas  de  cette  forme  ne  pourra  pas  être  dérivée  d'une  é(|uation  primi- 
tive de  la  forme  ci-dessus. 

Pour  les  équations  du  premier  ordre  réductibles  ii  la  ioi'me  précé- 
dente, on  trouvera  aussi,  par  une  analyse  semblable  à  celle  du  numém 
précédent,  que,  si  l'on  regarde  r,  ;,  u  comme  des  fonctions  de  a-  déter- 
minées par  ces  trois  équations  du  premier  ordre, 

et  qu'on  en  cherche  les  équations  primitives  qui  devront  renfermer 
trois  constantes  arbitraires  a,  b,  c,  qu'ensuite  on  tire  de  ces  équations 
les  valeurs  de  ces  constantes,  de  manière  que  l'on  ait 

u=P,     b^Q,     c  =  R, 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z,  u,  on  aura  sur-le- 
champ 

P  =  o(Q,  R) 

pour  ré(juation  primitive  de  ré(|uation  proposée,  dans  ia(|uclle  o  P.  O 
sera  une  fonction  arbitraire  de  P  et  n. 

Cette  méthode  est  présentée  d'une  manil're  plus  sim|)le  et  |)lus 
directe  dans  la  Leçon  XX  du  Calcul  des  fonctions  [*  ,  ;i  la(|uelle  nous 
nous  contentons  de  renvoyer. 

(  *  )   UEiif/cs  (If  Lagniir^c,  l .  \ . 
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'■•2.  .Mais,  si  l'on  avait,  pour  la  déleniiinalion  de  :;  en  l'onclion  iK'  .r 
fl  V,  iiiu-  ('(iiialion  qiioloonqiu'  du  premier  ordre  entre  a:,  r,  :,  -'  et  :, 
non  réductible  à  la  l'orme  du  n"  89,  la  même  méthode  ne  servirait 
plus.  Cependant  on  peut  toujours,  (pielle  que  soit  la  l'oinie  de  l'équa- 
tion proposée,  la  ramener  à  la  l'orme  du  n"  91  en  y  introduisant  une 
variable  de  plus. 

Soit  donc  proposée  l'équation 

;'=:F.:r,r.  5,;,\ 

la  l'onction  indiquée  par  la  caractéristique  F  étant  donnée;  je  suppose 
;,=  H,  et,  comme  -  est  fonction  de  x,  y,  il  est  clair  que  u  sera  aussi 
fonction  de  œ,  y\  donc,  prenant  les  fonctions  primes  relativement  à  x 
seul,  on  aura  z,  =  u'.  Maintenant,  l'équation  proposée  deviendra 

3'  =  F(.r,  j-,  z,  u]  ;  ' 

prenant  les  l'onclions  primes  relativement  Ixr  seul,  et  observant  que  :; 
et  it  sont  l'onclions  de  .r,  v,  on  aura 

z'.  =  V'{y]-i-z,F'[z]^  ii,F'[ii], 

où  les  quantités  F'(  r),  F'(-)'  ï^'(")  dénotent  les  fonctions  primes  de 
V{x,y,  z,  u)  prises  relativement  aux  variables  isolées  i-,  z,  it,  ainsi 
que  nous  l'avons  pratiqué  jusqu'ici;  donc,  substituant  »  et  a'  pour  ;, 
et  :■'.,  on  aura  l'équation 

II'  =  F'[r]  +  uF'[2]  +  u,  F'(  M  ; , 

dans  laquelle  les  quantités  F'(j),  Y'{z),  F'(«)  seront  des  fonctions 
données  de  x,  y,  z  et  u. 

Cette  équation  serait  donc  susceptible  de  la  méthode  précédente  si 
u  était  une  fonction  des  variables  a;,  r,  z,  regardées  comme  indépen- 
dantes entre  elles;  mais  lien  n'empêche  de  les  regarder  comme  telles 
et  de  regarder  en  même  temps  u  comme  une  simple  fonction  de  x,  y, 
z,  pourvu  qu'on  exprime,  d'une  manière  conforme  à  cette  supposition, 
les  fonctions  primes  li  et  </,  (|ui  se  ra[)portenl  aux  seules  variables  a; 
et  V. 
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Qu'on  dénote  par  ii  ,  u^  et  u  It-s  fonctions  primes  de  u  iilativcnionl 
\\.r,  y,  z,  il  est  facili'  de  voir,  par  les  principes  élalilis  pour  la  forma- 
tion des  fondions  primes,  que,  puisque  :;  est  essentiellement  une  fonc- 
tion de  X  et  y  dont  z'  et  =,  sont  les  fonctions  primes  relativement  à 
cliacune  de  ces  variables  isolées,  la  valeur  complète  de  la  fonction 
prime  de  u  relativement  à  x  sera  u'-i-u:',  et  que  la  valeur  complète 
de  la  fonction  prime  de  u  relativement  à  v  sera  i/^-\-uz/,  ces  valeurs 
sont  celles  qui,  dans  l'équation  ci-dessus,  sont  représentées  simple- 
ment par  u  et  «  ;  mais  on  a  supposé  ^,=  u,  et,  par  l'équation  proposée, 
on  a  z'=Y[x,Y,  z.  Il'''-,  donc  les  valeurs  à  substituer  à  u'  cl  u^  seront 
u-\-uY{x,Y,z,u  et  u^^iiu.  Faisant  donc  ces  substitutions  dans  la 
dernière  équation  en  u,  u  ,  u^  et  ordonnant  les  termes  suivant  les 
quantités  li ,  w  et  //,  on  aura 

«'  —  ?/,  Y'\u^  -)-,«[ F [x, y,  z,  a    —  ;/  F'  «']  —  F'  _)•'  —  «  F'  s'  ^  o, 

équation  qui,  étant  comparée  à  la  formule  générale  du  n"  91,  donne 

L=  —  F'  H  \     M  =  F  -r,  )-,  z,  u]  —  iiY\ii  ,     ÎN  =  —  F;  r   —  hF'  s  , 

de  sorte  que  les  trois  équations  par  lesquelles  il  faudra  déterminer  y, 
;,  ;/  eu  fonction  de  x  seront 

u  —  Y'  :j-]  —  tiF'{z]=:o, 

u'  F'[u)  -i-y'[F'{y]  -+-  u  F\z']  =  o, 

u'[T{x,y,  z,  u]  —  H  F'»]  -  r.'[F'(j)  -+-  u  F'[r}]  =  o. 

Ainsi  la  dilliculté  est  réduite  à  trouver  les  é(|uations  primitives  d'où 
celles-ci  peuvent  être  déduites;  mais  il  suffira  d'en  tiouver  une,  et  il 
serait  même  inutile  de  trouver  les  deux  autres. 

93.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  trouvé  les  trois  étiualions  primi- 
tives avec  les  trois  constantes  arbitraires  a,  h,  c,  et  soient  P,  Q,  R  les 
valeurs  de  ces  constantes  qui  en  résultent  :  on  aura 

pour  la  forme  générale  de  l'éciualion  primitive  en  u  ,  n"  91  \ 

IX.  .     23 
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Ct'Ko  O(|ii:ition,  oii  la  caractéristique  o  désigne  imo  l'onction  ail)i- 
traiiT,  satisCcra  lians  toute  son  étendue  à  l'équation  du  premier  ordre 
en  II,  dans  la(|uelle  u  est  regardée  eoniine  l'onction  de  ,r,  v,  z;  mais  u  a 
été  supposée  égale  à  ;,,  et  -  doit  être,  d'après  l'équation  proposée,  une 
(onclion  de  .r  et  -»-:  donc  l'équation 

P  =  9(Q,  K) 

est  trop  générale,  et  il  faudra  encore  ciieiclier  les  limitations  (jifon 
doit  donner  il  la  fonction  arbitraire  relativement  aux  deux  (|uaiililés  P 
et  Q.  pour  (jue  cette  équation  réponde  exactement  a  l'éciuation  pro- 
posée. 

Mais,  sans  entrer  dans  cette  reclicrrlic,  j'ohscrve  que,  (|uelle  (|ue 
puisse  être  la  vraie  forme  de  la  fonction  arbitraire,  on  peut  la  supposer 
égale  à  une  constante,  de  sorte  (jue  P  =  «,  c'esl-;i-dire  nue  des  équa- 
tions primitives  des  trois  équations  ci-dessus,  avec  une  constante  arbi- 
traire, donnera  une  valeur  i\i'.  u  qui  satisfeia  il  l'équation  en  //. 

Maintenant,  en  remettant  s,  pour  u  dans  cette  é(|uation,  on  aura  une 
équation  du  premier  ordre  entre  x,  r,  -  et  r,,  dans  laquelle  :;  devra 
être  regardée  comme  fonction  de  x  et  j;  mais,  puisque  cette  équation 
ne  contient  que  la  fonction  prime  c,  relative  ii  y,  on  pourra  regarder  a^; 
comme  constante  et  z  comme  une  sinq)le  fonction  de  y;  on  trouvera 
donc  son  équation  primitive  par  l'analyse  des  fonctions  d'une  seule 
variable,  et,  puisque  x  est  regardée  comme  constante,  la  constante 
arbitraire  qui  entrera  dans  cette  équation  primitive  pourra  être  aussi 
une  fonction  quelconque  de  jc,  que  nous  nommerons  p. 

On  aura  ainsi  une  valeur  de  ::  en  x  ely,  avec  les  deux  (juanlités  a 
vif),  (jui  satisfera  ii  l'éijuation  proposée.  La  constante  a  demcnicra  arbi- 
traire; mais  la  fonction  p  devra  être  déterminée  conformément  a  celle 
é([uation.  Pour  ci-la,  il  n'y  aura  qu'à  y  substituer  l'expression  de  z 
dont  il  s'agit;  tnus  les  termes  qui  renfermeront  y  se  détruiront,  et  il 
ne  restera  que  des  termes  qui  contiendront  .r,  p  et  p' ,  de  sorte  que 
l'on  aura  de  nouveau  une  équation  du  premier  ordre  entre  les  va- 
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riablcs  j;-  cl/),  doiU  rc(|iiation  primitive  (loniiora  la  valeur  de /;  en  x, 

avec  une  noiivtïlle  eonslantc  arbitraire  h. 

De  cette  manière,  on  aura  enfin  nn(!  valeur  de  z  en  .r  et  y,  avec 

deux  constantes  arbitraires  a  cl  b,  qui  satisfera  à  la  proi)osée  iudépen- 

danvnent  des  constantes.  Cette  valeur  ne  sera  que  particulière;  mais 

on  pourra,  par  la  niélbode  du  n°  83,  trouver  la  valeur  générale  de  :;, 

qui  contiendra  une  l'onclioii  arbitraire. 

En  effet,  si 

f[x,  y,  z,a,  b]  =  o 

est  rOcjualicMi  trouvée  pour  la  détermination  de  :,  on  (era  b^<^[a),  et 
Ton  égalera  à  zéro  la  fonction  prime  de/[a-,  ■>',:;,  o,  çp(a)]  prise  rela- 
tivement à  la  quantité  a,  regardée  comme  seule  variable;  on  aura  une 
équation  qui  servira  à  déterminera,  et  l'équation 

f\  X,  y,  z,  a,  o[a]']^  o 

sera  l'équation  primitive  cbercbée  de  la  proposée  du  premier  oi'dre,  la 
fonction  manjuée  par  la  caractéristique  o  demeurant  arbitraire. 

J'ai  cru  devoir  exposer  cette  méthode  avec  tout  le  détail  nécessaire 
pour  la  faire  bien  entendre,  parce  qu'elle  est  nouvelle  et  qu'elle  réduit 
toute  l'analyse  inverse  des  fonctions  de  deux  variables  (|ui  ne  passent 
pas  le  premier  ordre  à  l'analyse  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

94.  Pour  éclaircir  cette  méthode  par  un  exemple  dont  le  calcul  soit 
assez  simple,  supposons  que  l'équation  proposée  soit  de  cette  forme 

z'  =  \y  +  15:  + /'l^,  s,), 

A  et  B  étant  des  constantes,  et  /(.z-,  c,)  une  fonction  quelconque  donnée 
de  X  et  de  r.,.  Eu  rap|)()rlant  cette  équation  à  la  formule  générale  du 
nuuiéio  précédent,  on  aura 


dom 


F(x,  r,  '-,  --,1  =  A;-  +  M  -  +f(x,  z,)  ; 
F(.r, 7,  :;,  u]  =  hy-h  B;  +f{x,  u], 
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ft  (le  là,  <'ii  inonaiil  les  runclioiis  piimcs  iclalivomciit  à  vct  z, 

F\.r):=A,     F'i  :)=-», 

(le  sorte  quo,  on  faisant  ces  sulistitiitions  dans  les  trois  é(|iiations  du 
premier  ordre  entre  a,-,  v,  z,  u,  la  première  d'entre  elles  deviendra 

u'  —  A  —  Bh  =  o, 

la(|iielle  ne  conleiianl  (|uc  la  variaMc  u,  (lu'oii  sn[»|>os("  l'onction  de  .r, 
aura  une  é(|nation  primilive  indépendamment  des  dcnx  antres.  Va\  eilel. 
si  l'on  mnltiplie  eelte  é(ination  par  c""',  e  étant  le  nond)re  dont  le  lo- 
l^aritlime  li\ perholique  est  l'unité,  son  premier  mendjre  deviendra  la 
Ibnetion  priinr  de 


comme  il  est  aisé  de  s'en  assurer  en  eliercliani  la  fonclion  prime  de 
cette  quantité  par  les  formules  dn  (liiapilre  111. 

Ainsi,  comme  le  second  mend)re  csl  nul,  on  aura,  en  passant  aux 
fondions  primitives, 

(»-.^).-  =  «, 

a  étant  une  eonslanic  arhitiaire.  (^elte  équation  donnera  donc 

/<  =  —  .   -t-  «<?"', 
et,  substituant  pour  u  sa  valeur  :,,  on  auia  l'équation  prime 

dans  la<|uelle,  z^  étant  la  fonclion  prime  de  z  relativement  à  j  seul,  on 
pourra  regarder  -v  coujine  Constantin  et  s  comme  fonction  de  y.  Ainsi, 
comme  le  second  membre  ne  coutieul  ni  v  ni  z,  sa  fonclion  primitive 
dans  cette  suppositi(jn  sera  simplemeul 
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•loue,  passant  tics  fonctions  primes  l'clatives  à  v  seul  aux  ionclinns 
|)rimitivcs,  on  aura  l'équation  primitive 


p  étant  une  fonction  quelconque  de  a:  qui  peut  cire  ajoutée  eoninie 
constante,  puisque  sa  fonction  prime  relativement  à  r  est  nulle. 

De  cette  expression  de  =  on  tirera  celles  des  deux  fonctions  piimes 
:;'  et  :;,  relatives  à  x  et  r,  et  l'on  aura 

ces  valeurs  étant  substituées  dans  l'étiuation  proposée,  elle  deviendra 

«  Be»  y  H-  //  =  A  J  +  B  (|-  -^  _,_  «r'">yr  +  Bp  +fL;  -  A  +  ««1. .  J  , 

laquelle  se  réduit  à 

p'  =  'Bp+f(.v,--  ~  +ct. 

où  l'on  voit  (jue  les  vont  disparu,  de  manière  qu'on  pourra   delci 
ucv  p  en  fonction  de  a-  seul. 

Qu'on  iiiidliplie  celle  é(juation  par  e~'"  et  (ju'on  suppose 


'■'A^'^B  +«'^"^)  =  i'"i'^n 


elle  deviendra 


{pe-^-'-y^F'{x), 
et,  passant  aux  fonctions  primitives,  on  aura 
pe-^'  =  F[x)-^-b, 
h  étant  une  constante  arl)ili'aiie.  De  là  on  tire 

p  z=  e^'{V  [x]  +  />]; 
donc,  sul)stiluanl  celle  valeur  dans  l'expression  de  ;  li'tmvée  ci-dessus. 
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on  aura 

;  =  (-  ^  -+-  rte«A  r  H-  [F;  x)  +  /.]f'". 

Cette  valeur  de  =  n'est  que  particulière;  mais,  eomnio  elle  eontient 
les  deux  constantes  arbitraires  a  et  b,  elle  donnera  la  valeur  générale 
si  l'on  fait  A  =  9(a)  et  que  l'on  détermine  a  par  l'équation 

j)'-t-  F'(a)  -1-  9'(«)  =o, 

en  désignant  par  F'^a)  la  fonction  prime  de  Viar)  pi'ise  n'Iativciiii'iil 
à  a. 

Si  B  =  o,  le  calcul  devient  [lUis  simple,  et  l'on  trouvera,  en  faisant 
/i  j-,  Aa'-i-a)  =F'(a?),  les  deux  équations 

z  =  (Aar-f-a)7  +  F(ar)  +  (p.(<i), 
r  -t-  F' [ a )  -t-  o'[a]  =  o, 

d'oii  il  faudra  éliminera. 

95.  Cette  dernière  méthode  est  néanmoins  sujette  à  quelques  dilli- 
cultés  que  nous  avons  résolues  complètement  dans  la  même  Leçon  X.\ 
déjà  citée,  où  cette  matière  est  envisagée  d'une  manière  plus  générale 
que  nous  ne  l'avons  fait  ici. 

Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  ce  qui  regarde  les  fonc- 
tions de  plusieurs  variables.  Ceux  qui  connaissent  le  Calcul  qu'on 
appelle  aux  différences  partielles  pourront  aisément  le  rapprocher  dr 
l'analyse  de  ces  fonctions  et  donner  par  là  à  cette  analyse  les  dévelop- 
pements qu'on  y  pourrait  encore  désirer. 

-Notre  objet,  dans  cette  première  Partie,  n'a  été  que  d'établir  la 
théorie  des  fonctions  et  des  équations  dérivées  d'une  manii-re  pure- 
ment analytique  et  indépendante  de  toute  supposition  ou  considération 
étrangère. 


SECONDE   PARTIE. 

AM'LICATION  DE  L.\  TIIÉOUIE  DES  FONCTIONS  A  LA  GÉOMÉTUIE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


DES  DllFÉr.E.NTES  MAXIÈRES  DONT  ON  A  CONSIDÉRÉ  LES  TANGENTES.  THÉORIE 
DES  TANGENTES  ET  DES  CONTACTS  DE  DUrÉRENTS  ORDRES,  d'aPRÈS  LES 
PRINCIPES    DE    LA    GÉOMÉTRIE   ANCIENNE. 


1.  Les  opérations  ordinaires  de  l'Algèbre  suffisent  pour  résoudre 
les  problèmes  de  la  tbéorie  des  courbes,  qui  ne  consistent  que  dans 
des  rapports  de  lignes  tirées  d'une  certaine  manière  et  terminées  aux 
courbes;  mais  la  détermination  des  tangentes,  des  rayons  de  courbure, 
des  aires,  etc.,  dépend  essentiellement  des  opérations  relatives  aux 
fonctions. 

Suivant  les  anciens  géomètres,  une  ligne  droite  est  tangente  d'une 
courbe  lorsque,  ayant  un  point  commun  avec  la  courbe,  ou  ne  peut 
mener  par  ce  point  aucune  droite  entre  elle  et  la  courbe:  c'est  par  ce 
principe  qu'ils  ont  déterminé  les  tangentes  dans  le  petit  nombre  des 
courbes  qu'ils  ont  considérées.  .Mais  depuis  que,  par  l'application  de 
l'Algèbre  à  la  Géométrie,  les  couibcs  ont  été  soumises  à  l'analyse,  on 
a  envisagé  les  tangentes  sous  d'autres  points  de  vue:  on  les  a  regardées 
comme  des  sécantes  dont  les  deux  points  d'intersection  sont  réunis, 
ou  coiniue  le  prolongement  des  côtés  iufinimeut  petits  de  la  courbe, 
considérée  comme  un  polygone  d'une  inliuité  de  côtés,  ou  comme  la 
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(lirtHiitiii  (In  iiuiuvcmoiit  composé  pur  lc(|iicl  la  coiirhc  peut  liic 
(ItHiilc.  cl  ces  diiïércnlcs  nianicrcs  de  considérer  les  tangentes  ont 
donné  lien  anx  méthodes  algébriques  fondées  sur  l'égalité  des  racines 
«les  é(|nalions  et  anx  méthodes  diirércnticlles  fondées  sur  le  rapport 
des  dillerenccs  infiniment  petites  ou  des  fluxions  des  coordonnées.  Ces 
méthodes  ne  laissent  rien  à  désirer  pour  la  généralité  et  la  simplicité; 
mais  ceux  qui  admirent  avec  raison  l'évidence  cl  la  rigueur  des  an- 
ciennes démonstrations  regrettent  de  ne  pas  tionvcr  ces  avantages 
dans  les  principes  de  ces  nouvelles  méthodes.  La  théorie  des  fonctions 
que  nous  avons  développée  dans  la  première  Partie  nous  met  en  état 
de  traiter  le  problème  des  tangentes  et  les  autres  problèmes  du  niénie 
i^enre  d'après  les  notions  et  les  principes  des  anciens,  et  de  donner 
ainsi  aux  résultats  de  l'Analyse  le  caractère  qui  distingue  leurs  solu- 
tions. 

2.   Pour  considérer  ces  questions  d'une  manière  générale,  soient 

l'équation  il'uue  courbe  quelcon(|ue  jiroposée  et 

ré(|uation  d'une  ligne  droite  ou  d'une  autre  courbe  qu'on  veut  com- 
parer à  celle-là;  or  et  v  sont  l'abscisse  cl  l'ordonnée  de  la  première 
courbe; />  et  q  sont  aussi  l'abscisse  el  l'ordonnée  de  l'autr'c  courbe, 
rapportées  aux  mêmes  axes  que  a-  et  y. 

Pour  que  ces  deux  courbes  aient  un  |)i)int  comiiuin  relalif  ii  l'ab- 
scisse a-,  il  faut  que,  en  faisant /?  =  a-,  on  ait  (j  =  y,  donc^=F(a^),  et, 
par  conséquent, 

F[x)=/(.r). 

Pour  comparer  maintenant  le  cours  de  ces  courbes  au  delà  de  ce 
point,  on  mettra  dans  leurs  équations  ,r-hi  à  la  place  de  r  el  de/?,  et 
l'on  aura/(a; -t-f)  et  F{,v-hi)  pour  les  ordonnées  répondant  au  même 
point  de  l'axe  des  x  et  éloignées  de  la  (|iiantilé  /  de  l'ordonnée  qui 
passe  par  le  point  commun.  Donc  la  dilléicncc  de  ces  ordonnées  sera 
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/,.r-i-i)  —  Y{x-hi),  savoir,  en  développant  les  fonctions  el  observant 
([ne  l'on  a  déjà/(jr)  —  F(a?)  =  o, 

i[f{x]  -  r{x]]  +  '-^[fx]  -  rtx)]  +  _LL[;/'"(^)  _F'"(^)]  +.   ., 

et  cette  différence  exprimera  la  distance  des  points  des  deux  courhes 
qui  répondent  à  la  même  abscisse  x-hi. 

On  voit  d'abord,  en  général,  que  cette  distance  sera  d'autant  plus 
petite  et  que,  par  consé(iuent,  les  courbes  se  rapprocberont  d'autani 
plus  qu'il  y  aura  plus  de  termes  qui  disparaîtront  au  commencenîenl 
de  cette  série. 

Ainsi  le  rapproebement  sera  plus  grand  si  l'on  'à /'{oc)  =F'(.z;),  c'est- 
à-dire  si  les  fonctions  primes  des  ordonnées  des  deux  courbes  de- 
viennent égales  pour  la  même  abscisse  a-;  il  sera  plus  grand  encore  si, 
de  plus,  les  fonctions  secondes /"(a;)  et  ¥"{x)  des  mêmes  ordonnées  de- 
viennent aussi  égales,  et  ainsi  de  suite. 

3.  Mais,  pour  voir  de  plus  près  en  quoi  consistent  ces  diiïérents 
degrés  de  rapproebement,  nous  considérerons  une  troisième  courbe 
([uelconque,  rapportée  aux  mêmes  axes  pai'  les  coordonnées  r  et  s,  el 

dont  l'équation  soit 

*  =  ?['•). 

et  nous  supposerons  d'abord  qu'elle  ait  aussi  avec  les  deux  autres  un 
,  point  commun  pour  la  même  abscisse  x-,  ce  qui  exige  que  les  ordon- 
nées à  cette  abscisse  soient  égales,  et,  par  conséquent,  que  l'on  ait 

aussi 

Ç3(xl  ^f[x\=  F[x). 

Soient  D  la  dillerencc  des  ordonnées  des  deux  premières  courbes  pour 
la  même  abscisse  x  -+-  i,  et  A  la  dillerence  des  ordonnées  de  la  picmièic 
courbe  et  de  la  Iroisii'ine  pour  cette  nuMue  abscisse  .r  + /;  on  aura 

J)  =J'[X  -+■  i]  —  V[x  +  i], 

et  de  même 

1  =  f\x  -h  i    —  o[x  -h  i). 

i\.  '4 
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Il  est  clair  que  la  Iroisiônie  courbe  ne  pourra  passer  entre  les  deux 
premières,  à  moins  ([ue  pour  une  valeur  quelconque  de  i,  aussi  petite 
qu'on  vouili'a,  la  valeur  de  1)  ne  surpasse  celle  de  A,  abstraction  laite 
(les  signes. 

Développons  les  louctions/(.r-i-/'),  F(.r  +  i),  '^{x-\-i)  partiidlenient, 
suivant  la  lormule  du  a"  40  de  la  première  Partie,  et  arrêtons-nous 
d'ahoid  aux  deux  premiers  termes.  Nommant  y  une  quantité  indéter- 
minée, mais  renlermée  entre  les  limites  o  et  /,  on  aura,  par  cette  l'or- 
mule, 

f  X  +  i]  =f[x]  +  if'[x)  +  ^/"(^  +J), 

et  de  même 

F{x-h  i]  =  V{x)  +  if\x]  +  '-V'\x  +j), 

o[x  ■+-  i)  =  o(.2:)  4-  /  o'[x)  H o"{x  -H7), 

oii  la  quantité  y  pourra  n'être  pas  la  même  dans  les  trois  fonctions, 
pourvu  qu'elle  soit  rcnf'ern)ée  entre  les  mêmes  limites. 

Faisant  ces  substitutions  dans  les  expressions  de  D  et  A,  on  aura,  à 
cause  de/(j;)  =  F(a:)  =  cp(.r),  en  vertu  du  point  commun  aux  trois 
(îourbes, 

D  -  '[/'i^)  -  V'{x]]  +  '^[/"[x  +j)  -  F"[x  +j]], 

A  =.  i[f[x]  -  9'(;r;]  -4-  ^  [f"[x  +7)  -  o"[x  H-j]]. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  premières  courbes  soient  telles 
(|ue  l'on  iù{/'{a:)  ==  F'{cc);  la  valeur  D  se  réduira  à 

»=  ~[/"i  ^ +7  )-F"(  *•+/']. 

et  il  est  aisé  de  se  convaincre  (jue,  tant  (|ue  le  terme  adeclé  de  i  dans 
l'expression  de  A  ne  sera  pas  nul,  on  pourra  toujours  prendre  i  assez 
|)clit  pDui-  (|iic  la  (|uantité  A  devienne  plus  grande  que  la  (piantité  D, 
abstiiiitiiiii    liiite   des   signes.   Ku    ell'el,   en   divisant  ces  deux   (|uan- 
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tités  par  /,  il  suffira  que  la  quantité  f'{oc)  —  7'(>r)  soit  plus  grande  i\w 

-[o"{x -\-j)  —  Y"{x -\-j j],  ce  qui  est  évidenimeiil  toujours  possible,  en 

prenant  /  aussi  petit  (in'on  voudra,  et  il  est  visible  aussi  que,  aussitôt 
que  eette  eondition  aura  lieu  pour  une  valeur  déterminée  de  /,  elle 
aura  lieu,  à  plus  forte  raison,  pour  toutes  les  valeurs  plus  petites  de  /. 
Donc  la  troisième  courbe  ne  poui-ra,  tlans  ce  cas,  passer  entre  les 
deux  premières,  à  moins  que  la  quantité /'(a;)  —  o'{x)  ne  devienne 
nulle,  c'est-à-dire  qu'on  n'ait 

9'(^)=/V)' 
auquel  cas  la  conclusion  précédente  cessera  d'avoir  lien. 

4.  Supposons  ensuite  que  l'on  ait  à  la  fois  F'(a;)  =/'[x)  et 
¥"{x)=^/"[x);  en  prenant  trois  termes  dans  le  développement  des  fonc- 
tions, nous  aurons,  par  la  même  formule  du  n"  40  ;  I""  Partie), 

f[x  +  l]=f[x]+if[x)    -r-- 

Y{x  +  i]  =  V[x)  +  i  F[x]  +  - 

o[x  -{-  i]  =  o[x]  -+■  i  o"[x]  H 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  expressions  générales  de  D 
et  A,  à  cause  dey"(.r)  =  F(j:)  —  o(.z-)  ci /'[x)  =  Y'[x),  f"ix)=^Y"{x), 
donneront 
V 

^  =  ~,ir[x^j]-r\x+j], 

i-  i^ 

^  =  '[f'(^)  -  9'(^]]  +  -[/"!>:  -  ?"i-^)]  +  —^  [/"V  +y)  -  9'\^  -+-./']• 

Ici,  il  est  aisé  de  voir  que,  tant  que  les  termes  affectés  de  i  et  de  /- 
dans  l'expression  de  A  ne  sei'ont  pas  nuls,  on  pourra  preiulre  /  assez 
petit  pour  (|ue  la  (piantité  A  dcvicuue  |)lus  i^iande  (|ue  D.  absli'actiou 
l'aile   des   signes.  (;ai',    divisant    ces   deux    (|uaiitilés    par   /,    il    suttira 


/" 

^"î  -^  —^^'" 

i^+j] 

F" 

^^^^&6^"' 

[J^+J]' 

■  o" 

[3 

(^+./y 
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i|iu'  l;i  i|ii;mliu''  /'  .«■        vV''    ^"  7   7     ■*"    ^  ?  \'^'   I  ^'"'  1''"^  i;iiiihIc  (|ti(' 
,|y     i' —  J        K    .>•-;-/  |,   l'c  (jiii   est  (''vidcniiiinil   |Missililc  liir>(Hic 

/'  ,r  ■:,,»■  n'est  |);is  milli'.cl,  si  /ia',-  '^.^.1  csl  iiiillr,  alors,  en 
cli\  i>;iiil  ciiciirt'  par  /.  il  siil'lirM  (|iif  /",  o")  —  9"('ï")  ï^<*'l  l'"*'  i|iiaiililc  plus 
i;:i';iii(li'  (|ii('  .,  I  o    .r -î-y  —  F"(^.r  H- /  |,  ir   (|ui   csl    ciicdif    \  isililciiiciil 

|iiis>ililf,  cil  (liiiiiiiiniiit  la  valeur  de  /  laiil  iju'oii  vninlra,  |ioiir\u  i|ue 
/     .'■         o'    .1     ne  si)it   pas  nulle. 

Diuii-,   dans  ee  cas,   lit   IroisiiMUc  rnui'lie   ne   piiiiri'a    passer  cnirc  les 
deux   preuii(-res,  ii  moins  iprun  n'ail  ;i  la  luis 

On  prouvera  de  la   um'UM'  nianii'rc  (|ue,  si  l'on  a  pour  les  deux  prc- 
iiiii'rcs  courhcs 

f  x^  —  F'  .r  ,     /■"   r'  =  F"  x\      cl    f'  x    =^  F",  xl, 

la  troisil'UU'  eourhe  ni"  [louira  passer  cuire  les  deux  [>renii('ies,  ii  nH)ins 
une  l'on  n'ail  aussi 


_/"■  x\     o"[x]  ^f^x],     ^"'\X]  -=zf"'\^x], 


el  ainsi  de  suite 


").  On  peut  i'(UH dure  île  l;i,  en  iiiMH'ral,  (|IH',  si  l'iui  a  une  eourhe 
i|indioni|iH'  et  (|u'iinc  autre  eourhe  donnée  ail  un  point  commun  avec 
eelle-l;i,  ee  (|ui  cxii;e  (pic  jcur's  ordoniu'es  pour  la  même  al)seiss(>  soient 
Cigales,  ipie  de  plus  les  l'on  et  ions  primes  de  ces  ordonnées  poui'  la  UM'UIC 
aliscissc  eommiinc  soient  aussi  ciiales,  alors  il  sera  impossible  ([u'au- 
eiinc  aiitre  eourhe  (pTon  mi'iicrail  par  h'  nn'inc  point  commun  passe 
entre  les  deux  eoui-hcs,  ii  moins  (pie  la  ronelion  prime  de  son  ord(mn(''C 
pour  la  même  ahseisse  ne  soit  aussi  ('i;ale  ii  la  l'oiielion  |iiiine  de  l'or- 
doiim'c  commune  aux  deux  courbes. 

l'.t  si,  outre  les  roiietions  primes  de  ces  ordonnées,  leurs  ['(Uictions 
secondes  pour  la  nii'iiie  abscisse  (''laicul  aussi  (''gales,  alors  il  serait  iili- 
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possihic  (iiraiii'iiiii'  aiili'c  couilic  (|ui  piissciait  par  li'  poiiil  (■oiiuiiiiii 
passât  entre  les  deux  courtes,  à  moins  (iiie  les  Ibnctions  prime  et 
seconde  de  son  ordonnée  ne  l'nssenl  respeelivenient  égales  aux  lone- 
tions  prime  et  seconde  de  l'ordonnée  commune  aux  deux  courbes,  et 
ainsi  du  reste. 

A  proprement  parler,  ces  courbes  ne  coïncident  que  dans  le  |)uinl 
où  les  ordonnées  sont  égales,  et  l'égalité  des  fonctions  primes,  se- 
condes, etc.  (le  ces  ordonnées  ne  les  rend  pas  plus  coïncidentes  dans 
d'autres  points,  mais  elle  les  fait  approcher  de  manière  (iiraiicuiie 
autre  courbe  pour  laquelle  la  même  égalité  n'aurait  pas  lieu  ne  puisse 
passer  entre  elles. 

C'est  là  l'idée  nette  qu'on  doit  se  faire  de  ces  dilTérenls  degrés  dt; 
rapprochement  des  courbes  que  l'on  appelle  communément  roniaci, 
oscillation,  etc.,  et  que  la  manière  ordinaire  de  concevoir  le  Calcul  dil- 
térentiel  l'ait  regarder  comme  des  coïncidences  plus  ou  moins  l'igou- 
reuses  ou  plus  ou  moins  étendues. 
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CHAPITRE  II. 

iii:s  Li(;Nr.s  droites  tangentes,  des  ceucles  tangents  et  Dr  lieu  de  leius 

CENTUES.  DES  CERCLES  OSCULATEURS  ET  DU  LIEU  DE  LEURS  CENTRES.  ANALYSE 
GÉNÉRALE  DU  CONTACT  DES  COURRES  PLANES.  DU  CONTACT  DANS  DES  CAS  SIN- 
(ULIERS  ET  DES  LIGNES  ASYMPTOTES. 


().  Soil  |)roposée  une  courbe  quelconque  représentée  par  l'équation 

comparons-la  d'ahonl  avec  une  ligne  droite  quelconque.  Puisque  nous 

avons  représenté  en  général  \^Av  q  =  V{p)  l'équation  de  la  courheà  la- 

qiii'llc  on  veut  comparer  la  proposée  (n"  2),  on  aura,  poni'  la   ligne 

droite, 

F(/>)  =:  rt  +  l>i>, 

a  cl  A  étant  deux  constantes  qui   déterminent   la  position   de  cette 
droite. 

La  condition  d'un  point  commun  donne  d'abord 

et  l'on  pourra  y  satisfaire  au  moyen  d'une  des  indélcrniinées  a  ou  h. 

Supposons  ensuite /'(ic)  =  F'(j:);  il  est  clair  (jn'en  (•iiangcant,  dans 
a  +  f^p,  p  en  .r,  et  prenant  la  fonction  prime,  on  aura 

V\x)  =  b; 
donc 

f'[x)=b. 
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Ainsi  les  valeurs  de  a  et  6  seront  déterminées  par  ces  deux  conditions, 

car  on  aura 

6=/';x)     el    a^^ f  x]  —  xf  x\. 

Donc  l'éqnation  de  la  lii^ne  droite  deviendra 

Q~f\^]  ^  ^  f  \^)  '^ l'f  ,^  ' 

p  et  q  étant  les  deux  coordonnées  et  l'ahscisse  a:  étant  regardée  comme 
constante. 

Je  dis  maintenant  que  cette  droite  a  la  propriété  qu'aucune  autre 
droite  ne  pourra  être  menée  entre  elle  et  la  courhe. 

Car,  soit 

l'équation  d'une  autre  droite  quelconque;  pour  qu'elle  passe  par  le 
même  point  commun,  il  faudra  que  l'on  ait  aussi  o',x\^=fix),  et,  pour 
qu'elle  puisse  passer  entre  la  courbe  et  la  droite  que  nous  venons  de 
déterminer,  il  faudra  de  plus  que  l'on  ait  o'[x)  =f"^x)  [n°  3)^  ces  deux 
conditions  donnent 

g-h  /ix  ^  f  x':     ei    II  ^  f  [x], 

d'où  l'on  tire,  pour  g  et  h,  les  mêmes  valeurs  que  nous  venons  de 
trouver  pour  a  <i\.  h ,  de  sorte  que  cette  dernière  droite  coïncidera  avec 
la  première. 

Donc  la  droite  déterminée  par  l'équaliou 

q=ia  -\-  bp, 

où  a=/[x)  —x/''x)  et  b=f'[x),  sera  tangente  de  la  courhe  repré- 
sentée par  l'équation  y=/ix),  au  point  qui  répond  à  l'abscisse  />  =  r. 
Puisque  v^^fx],  on  aura,  suivant   la  notation  employée  dans  la 
première  Partie, 

donc  les  expressions  de  a  et  b  seront  plus  simplement 
a=^y  —  x)'     el     b  :=}•'. 
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Dans  l'équalion  do  la  ligne  (lioilo 

7  =  «  -r-  hp, 

il  est  aisé  de  voir  (jiii'  h  oxpriino  la  tangente  de  l'angle  (|ne  eette  diuite 
fait  avee  l'axe  et  que  —  j  est  l'ahseisse  ([iii  répond  an  point  où  la 
luénie  droite  coupe  l'axe.  Done,  cette  droite  étant  tangente  à  la  eonrlie 
au  point  o{\p  =  x,  y'  sera  la  tangente  de  l'angle  (|n'elle  l'ait  avec  l'axe, 
«_  r 

b-y 


et  x-\-  j^=^  sera  ee  qu'on  appelle  la  sous-langente. 


7.   lieprésentons  pai' 

X  =  se  -h  ^r 

une  autre  droite  (|ni  passe  par  le  même  point  de  la  couilie,  rel  5  étant 
les  deux  coordonnées  de  cette  droite;  on  aura  pour  ce  |ioint 

r~p~x,     s  =  q=y; 

donc 

(t  -+-  bx  ^=  X  -r-  px. 

Pour  (juc  cette  droite  coupe  la  première  sous  un  angle  dont  la  tangente 
soit  m,  comme  b  eX'^  sont  les  tangentes  des  angles  que  ces  deux  droites 
font  avec  le  même  axe,  on  aura,  par  les  formules  connues  de  la  Trigo- 
nométrie, 

„        b  +  m 
I  —  bm 
donc 

x'i  +  b-  ]ni 

a  =  rt î—  —  » 

I  —  bm 

où  il  n'y  aura  qu'il  substituer  les  valeurs  de  a  et  l>. 

Si  r(Ui  veut  (|uc  cette  seconde  droite  soit  perpeiidiiMilairr  ii  la  taii- 

ueute.  on  léra  m  --  -x.  ,  c'est-à-dire  —  =;  o,  et  l'on  aura  simplenu'nl 
'  /Il  * 


et 


c(  =  „^x{b-^-^)=y+y 
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Ainsi  —  4,  s»'ra  la    taiiiiciUe   de    l'angk-   (]iie  cette    perpendiculaiic 

qu'on  appelle  commiiiiemcut  normale  fera  avec  l'axe,  eta:4-^  =  — n' 

sera  la  partie  de  l'axe  comprise  entre  le  point  où  elle  coupe  l'axe  et 

l'ordonnée,  c'est-à-dire  la  sous-normale. 

Si  les  deux  coordonnées  r,  v  de  la  couri)e  étaient  exprimées  en 
fonction  d'une  troisième  variable  quelconque,  alors,  prenant  x'  et  y' 
pour  les  fonctions  primes  de  xet  v  relativement  à  cette  autre  variable, 
il  n'y  aurait  qu'à  mettre  partout,  dans  les  formules  précédentes,  —,  à  la 

place  dey  ^n"  50.  V^  Partie  . 

Il  serait  superflu  d'appliquer  ces  formules  à  des  exemples;  car,  pour 
peu  qu'on  sache  les  premiers  éléments  du  Calcul  dilférentiel,  on  ne  peut 
manquer  d'apercevoir  l'identité  des  formules  précédentes  ar\ec  les  for- 
mules différentielles  connues.  Il  suffit  de  mettre  -f-  à  la  place  de  la 
fonction  dérivée  i'. 

8.  Prenons  maintenant  le  cercle  pour  le  comparer  avec  la  courbe 
proposée.  L'équation  générale  du  cercle  rapportée  aux  coordonnées 
rectangles/»  et  q  est 

p  —  rt  -  -f-    q  —  b  -  ^  c-, 

où  a  et  b  sont  les  coordonnées  qui  répondent  au  centre  et  c  est  le  rayon 
du  cercle.  De  là  on  tire 


q  ^:=  b  +  \Jc-—  ,  p  —  a  '=^¥ .p  ; 
donc 


F   r   =  6 -t- V  C-—    x  —  (i-,     el     F    .2    = -=  • 

'  \  C-—    -i  —  «  '" 

Faisons  donc 

F  j-   =: /' xi  =_>■.     el     ¥'  X  =/'  X  —y\ 
el  tirons  de  ces  équations  les  valeurs  de  a  et  h;  la  seconde  donne 

I—, — 77,  X  —  a 

IX.  ^5 


un  TIIKOKIE   DES  FONCTIONS, 

d'oii  l'on  lire 


ensuite  la  premii'ie  donne 


y—  b  =  \lc-—  [x-^  nY= -f~  =■ 


donc 

<:y' 


<ji+y 


b=x 


Si  l'on  regarde  le  rayon  c  comme  donné,  il  ne  reste  plus  d'aihi- 
traires  dans  ré(|iialion,  et  l'on  en  conclura  que  le  cercle  donné,  dont 
le  centre  est  déterminé  par  les  coordonnées  a  et  b,  est  tel,  (|n'on  ne 
pourrait  mener  entre  lui  et  la  courbe  aucun  autre  arc  de  même  layon, 
mais  placé  différemment. 

Car,  pour  un  autre  cercle  du  même  rayon  c,  rapporté  aux  coordon- 
nées r  et  s,  et  dont  les  coordonnées  du  centre  seraient  g  et  //,  on  aurait 
I  équation 

4  =  9  (  r)  =  A  -I-  v'f-  —  (  '•  —  gV- , 

et,  pour  que  ce  cercle  eût  le  même  point  commun  avec  la  courbe  pro- 
posée et  put  passer  entre  cette  courbe  et  le  cercle  déjà  déterminé,  il 
faudrait  (|ne  l'on  eùl  aussi 

9,^-'j^A^]=r'     ei    o'[a-)=f[x)=f, 

équations  qui  serviraient  à  déterminer  les  deux  quantités  g  ol  h;  or 
il  est  visible  que  ces  équations  sont  de  la  même  forme  que  les  précé- 
dentes, les  (juanlites  g  et  /i  étant  à  la  place  de  a  et  h  :  donc  elles  don- 
neront pour  g  et  h  les  mêmes  valeurs  que  l'on  a  trouvées  poura  et  b; 
par  conséquent,  le  nouveau  cercle  se  confondra  avec  le  cercle  déter- 
miné par  ces  valeurs. 

Donc,  suivant  la  même  notion  des  tangentes,  le  cercle  de  rayon  c, 
dont  le  centre  sera  déterminé  par  les  coordonnées  a  et  b,  sera  tangent 
à  la  courbe  proposée,  dont  .r  et  v  sont  les  coordonnées. 

Comme  celte  conclusion  a  lieu  quelle  (|ue  soit  la  valeur  du  rayon  c. 
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on  peut  regarder  c  comme  indéterminé  dans  les  expressions  de  a  el  L; 
alors  ces  coordonnées  a  et  h  appartiendront  à  une  ligne  droite  dont 
l'équation  résultera  de  rélimination  de  c  et  qui  sera,  par  conséquent, 

Cette  droite  sera  donc  le  lieu  des  centres  de  tous  les  cercles  qui 
peuvent  être  tangents  à  la  courbe;  elle  sera  donc  normale  à  la  courbe  : 
en  effet,  on  voit  que  l'équation  de  cette  droite,  où  a  et  h  sont  les  coor- 
données, coïncide  avec  celle  de  la  normale  trouvée  plus  haut  (n°  7), 
en  y  changeant  r  et  *  en  a  et  b. 

9.  3Iaintenant,  parmi  ces  différents  cercles  qui  satisfont  aux  condi- 
tions ¥[x)^/[x)=y,  F'(.r)  =y(a;)  =  y,  on  peut  en  trouvei'  un  ipii 
satisfasse  de  plus  à  la  condition  f"[x)=/"[x)=y'. 

En  effet,  ayant  trouvé  ci-dessus 

\/c-—  [X  —  a)- 
on  en  déduira 

F"(^-)= ^^• 


Ainsi,  on  aura  l'équation 

r= '^ — i^ 

or  on  a  déjà  trouvé  dans  le  même  endroit 


\/c^  —  (  X  —  «  )  -  =  — 


donc  on  aura 

3 

..    [f+y-y- 

et  de  là 


|9«  THÉOKIE  DES  FONCTIONS. 

Substituant  ci'ttt'  valeur  dans  les  expressions  do  a  et  b,  on  aura 


a  =  x  —  — ^ — „■ •>      6  =  r  H j, 

y  "       r 

I,es  trois  constantes  a,  b,  c  ijui  entrent  dans  l'équation  i;énérale  du 
eeirle  étant  ainsi  déterminées,  on  en  peut  conclure  qu'aucun  autre 
cercle  no  pourra  passer  entre  la  courbe  proposée  et  celui  ()ui  est  déter- 
miné par  ces  valeurs  de  a,  b,  c.  En  ellet,  pour  (|u'un(!  autre  courbe 
(|uelcon(jue  rapportée  aux  coordonnées  r,  s  et  représentée  par  l'équa- 
tion j  =  o(r)  pût  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle  dont  il  s'atçit,  il 
faudrait  que  l'on  eut  (n"  4) 

?;*■;  =./\>^;=r..  ?'(-»^)=/'i'^)=y.    9"(^)=/"(^)=r"; 

or,  si  cette  courbe  est  un  cercle,  prenant  les  quantités /,>-,  //,  /■  à  la  place 
de  a,  b,  c,  ou  aura  pour  9(^7),  (p'(a;),  "/{x)  les  mêmes  expressions  que 
pour  F(a7),  F'(.r),  V"{x),  en  substituant  seulement  dans  celles-ci  g,  h, 
k  au  lieu  de  a,  b,  c\  donc  les  trois  é(|uations  (|uc  l'on  aura  pour  la 
détermination  de  g,  h,  k  seront  les  mêmes  que  celles  par  lesquelles 
on  a  déterminé  a,  b,  r;  donc  les  valeurs  de  g,  h,  k  seront  nécessaire- 
ment les  mêmes  (|ne  celles  de  a,  b,  c;  par  conséquent,  le  nouveau 
cercle,  (|ui  devrait  passer  entre  la  courbe  et  le  cercle  déjii  déterminé, 
coïncidera  avec  celui-ci  et  n'en  formera  (]u'un  avec  lui. 

Donc  ce  cercle  aura,  relativement  aux  cercles,  la  même  propriété 
(jue  la  tangente  à  l'égard  des  lignes  droites;  ce  sera  ce  (|ue  les  géo- 
mètres a|)pellent  cercle  osculaleur  ou  cercle  de  courbure,  parce  (ju'il  sert 
il  mesurer  la  courbure  de  la  coui'be. 

l.a  (|uantité  c  sera  le  rayon  de  ce  cercle,  qu'on  nomme  simplement 
rayon  de  courbure,  et  les  quantités  a,  b  seront  les  coordonnées  de  la 
l'ourbe  i|ui  sera  le  lieu  de  tous  les  centres  de  ces  cercles. 

Si   Vnw   veut   transporter  ces  formules  an  Calcul  diirérenliel,  il  n'y 

aura  (lu'ii  substituer  '/    ■'  l'»  place  de   v'  et  '-—7  î'  'î'  place  de  v". 
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10.  On  peut  inaiiitoiiaut  pi'i'scntcr  celte  théorie  irune  manière  plus 
générale. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  de  la  courbe  proposée,  (|ui  peut  élic 
quelconque,  et/>,  q  les  coordonnées  de  la  courbe  qu'on  veut  lui  ccmu- 
parer,  et  qui  est  supposée  donnée. 

Supposons  que  l'équation  de  cette  courbe  rciilfiine,  avec  les  va- 
riables p  et  q,  des  constantes  indéterminées  a,  h,  c et  représen- 
tons-la par 

F[p,q,  o,  l>,c, . . .]  =  o. 

Si  dans  cette  équation  on  change  p  en  x,  q  en  v,  on  a 

F  X,  y,  n,  l>,  c,  .  .  .    :=  o, 

équation  qui  donne  la  condition  nécessaire  pour  que  la  courbe  donnée 
ait  un  point  commun  avec  la  courbe  proposée. 

DénotonsparF(a",j',  a,  6,  c,...' la  fonction  prime,  \)AvF{x,y,a,lj,c,...  •" 
la  fonction  seconde,  etc.  de  la  fonction  F  .r,  i',a,/>,c, ...  %  en  regardant 
Y  comme  fonction  de  x,  et  a,  h,  r.  . . .  comme  des  constantes. 

Cela  posé,  s'il  n'y  a  que  deux  constantes  indéterminées  a  et  h,  el 
qu'on  les  détermine  par  les  deux  équations 

F  ,x,  y,  a,  h]  ^z  o,     F  -i",  )",  «,  6=  o, 

alors  la  courbe  donnée,  dont  l'équation  est 

F \ p,  q,  a,  b]  =:  o, 

sera  tangente  de  la  courbe  proposée  au  point  où  />  =  v. 

S'il  V  a  trois  constantes  indéterminées  rt,Z),  c,  et  (iiTon  les  détermine 
par  les  trois  écjuations 

F  X,  j-,  a,b,  c   ^  o,     F  [X,)',  a,  h,  c  '  =^  o,     F  x,  y,  (t,  b,  c)"  r^  o, 

la  courbe  donnée,  dont  l'équation  est 

F  i>,  q,  a,  b,  c)  =  o, 

sera  osculatoire  de  la  courbe  proposée,  c'est-à-dire  aura  même  coui- 
bure,  au  point  (jui  répond  ii  l'abscisse />  =  o-,  et  ainsi  de  suite. 
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Cela  suit  iniiiiodinlciiKMil  des  principes  établis  ci-dessiis,  eai'  ré(|iia- 

tion  prime 

F[^, y,  n.  b,  c,  ...):=  o 

(lomie  la  valeur  de  v'  en  x,Y,  a,  b,  c récpialion  seconde 

F(.r,  »•, a,  b,c,  . .  .',"  —  o 

donne  celle  de  ■>'"  en  a-,  v,  y'  et  a,h,r et  ainsi  de  suite. 

On  peut  en  général  appeler  contacl  du  premier  ordre  le  rapprodie- 
nient  de  deux  courbes  qui  se  louclient  dans  un  point ,  co/i/rtc/  du 
second  ordre  lorsqu'elles  ont  de  plus  la  même  courbure,  et  ainsi  de 
suite. 

On  peut  ap|)eler  aussi  les  constantes  a,  h,  c qui  déterminent  le 

contact,  éléments  du  contacl. 

Ainsi,    le  contact   d'un   ordre    quelcoiuiue  m   dépendra    de  /?n- r 

éléments  a,  b,  c,  ..  .,  et  la  détermination  de  ces  éléments  se  tirera  do 

l'équation 

F  (  X,  y,  a,  b,  c,  . .  .  )  =  o 

de  la  courbe  donnée  qui  forme  le  contact  et  des  équations  dérivées  de 
celle-ci  jusqu'à  celle  de  l'ordre  m'""''. 

La  propriété  analvlicjue  de  ces  contacts  est  donc  que,  lors([ii(^  deux 
courbes  ont  entre  elbîs  un  contact  d'un  ordre  donné,  leurs  ordonnées 
et  les  fondions  primes,  secondes,  etc.  de  ces  ordonnées  jusqu'à  l'ordre 
du  contact  sont  les  mêmes,  iit  leur  propriété  géométricjue  consiste  en 
ce  qu'une  autre  courbe  qui  n'aura  pas  avec  elle  un  contact  du  même 
ordre  ne  pourra  être  menée  entre  l'une  et  l'autre  (n"  5). 

1 1.  La  courbe  donnée  qui  forme  le  contact,  étant,  par  exemple,  une 
ligne  droite  dont  l'équation  la  plus  générale  est 

y  —  a  ~  bx  =  o, 

ne  sera  susceptible  cpie  d'un  contact  du  premier  ordre,  iiuisipTil  n'y  a 
que  (b'ux  éléments  a  et  b,  et  l'on  aura  pour  la  délerminaliiui  de  ces 
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éléments  k-s  deux  équations 

y  —  a—  bx:^  o,    y—b^o, 

d'où  l'on  lire 

b:=y'     el     a=zy—xy, 

coninic  ci-dossus  (  n"  6). 

Prenons  pour  la  eoiirbc  du  contact  un  cercle  dont  ré(|iialii»n  la  plus 
générale  est 

elle  ne  sera  susceplihie  (|ue  d'un  contact  du  second  ordre,  puisiin'il 
n'y  a  que  trois  éléments  a,  b,  c.  On  déterminera  donc  ces  éléments  par 
les  trois  équations 

(x  —  a]-  -i-  [y  —  b]-  —  c-  =  o,     x  —  a-t-  [y  —  b)y=zo,      n-  (/  — t)^-" -!-/'-;=  o, 

dont  la  seconde  et  la  troisième  sont  les  éciuatious  prime  et  seconde  de 
la  première.  De  ces  équations  on  tire  tout  de  suite 

3 

h-k'-  fi -h  r'-li-'  (1-1-/2)- 

y  r  y 

comme  plus  haut  (n"  9). 

Si  l'on  prenait  l'équation  à  la  parabole 

7'=  a  4-  bx  4-  ex-, 

qui  n'a  aussi  (jue  trois  constantes  arbitraires,  on  aurait  de  nuMue,  pour 
la  détermination  de  ces  constantes,  regardées  comme  éléments  d'un 
contact  du  second  ordre,  les  équations 

>•  —  a  —  bx  —  ex-  :=  O,      y  —  b  —  1  ex  =  O,      y"  —  7,C=r-  O, 

lesquelles  donnent 

c  -—  ■ —  )     0  =  y  —  xy  ,     a=y  —  xy -i ^ — 

Mais,  si  l'on  prenait  réijualioii  à  la  parabole  cnbiijuc 
y  :^  a  -T-  bx  -f  ex-  -t-  <lx', 
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i-lli'  |»niiii;iil  ;i\iiir  un   cimljict    du    liiii>iiiiir   orclic.   doiil    les  ^■ll■lllL■Ilt^ 
Nrniii-iil  (I.  II.  r.  i/ c\  SI'  (li'lrriniii('i;iiciil  |i;ir  les  ((inalioiis 

1        <t       hx       tx--    <lx'       «>,     _>•'       /»       MX        W/.r- =  <), 
y         ic       G(/r       o,  )"()(/=:  d; 

<>ii  .'lUi'iiil  ;iiiisi 


i-I  jiiiiM  (le  Mille. 

12.  1-Jitiii,  si  l'iiii  (Iriiniiidr  l:i  (•(iiiilic  la  jilus  siiii|di'  (|iii  auia  avcr 
iiiK"  ((iiirlic  |)iii|)i(MM'  un  iniilacl  d'un  ordii'  (|U(dcuU(iur  ///,  |ucMaul  r 
r|  1  piiur  laiisi'issc  ri  r(U(liiiin('t'  de  la  |iiii|ius('i',  />  cl  y  |mmii'  celles  de 
la  couil)c  chcicliec,  cl  fcitardaul  y  cuninie  l'oui  rmii  de  .r.  y  couirnc 
toiicliou  de  />,  (III   Icia 

<j       y        i>       X    )■■  i    -'     ^         y  f   -^-— ^ —  y"  +  .  .  .  , 

l'ii  |uciiaiil  dans  le  second  iiicinlirc  aiilaiil  de  Icinies  (|u'il  v  a  d'iiiiilés 
ilaiis  ///   •    I  . 

Car,  en  |ii-enanl  les  tiniclions  dérivées  ndalivcineiil  ii  p  el  l'aisanl 
/'  '  ,  (Pli  aura  (j  y,  q'^y' ,  7'  =  v' .  •  •  •  jnsiin'ii  (f"  v'";  donc  ces  deux 
cDurltcs  aiininl,  dans  le  point  eoininini  qui  répond  ap  -^x,  les  condi- 
lions  ncccssaiics  |)our  un  contael  de  l'ordre  ///"'""'  f  u"  10  '. 

La  coiirlie  i'epr(''seiilée  par  rc(|  lia  I  ion  prcccdeiile,  cl  (|iii  csl,  ((Miiiiic 
l'on  vnil,  du  f^'enI'^  parali(dii|ne,  aura  ainsi,  dans  le  point  coniinun  à 
la  ciiiirlic  proposée,  le  i unis  le  jilus  approcliant  de  c(diii  de  celle  courbe, 
'le  iiianierc  (|iraiiciiiie  aulre  ciiiirlpc  du  ménie  ijciirc  ne  pourra  passer 
entre  ces  deux  si   (die  li'c>l    pas  d'un  dcuie  idlis  lialll. 


1  :{.    I.a  I  II  curie  ()iie  nous  venons  de  don  ne  r  sur  le  ci  m  lad  des  cou  ri  tes 
csl  (|u'iiuc  siiile  de  la  iheoric  ;,'ciicralc   du   dc\c|ii|ipeiuiul  des  loue- 
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lions,  exposée  dans  la  première  Partie.  Mais  nous  avons  vu  (n°*  29  el 
sLiiv.,  I"^  Partie,  qu'il  y  a  des  cas  particuliers  où  ce  développement 
échappe  à  la  forme  générale,  et  que  ces  cas  sont  ceux  où  une  valeur 

donnée  de  x  rend  infinies  les  fonctions  (\éri\ées/'{x),/"{x\ Alors 

le  développement  de/(.r  +  /)  contiendra  nécessairement,  pour  cette 
valeur  de  ce,  d'autres  puissances  de  i  que  les  simples  puissances  i, 
■i-,  ....  et  l'analyse  des  n"^  3  el  4  se  trouvera  en  défaut.  Quoique  ces 
exceptions  ne  portent  aucune  atteinte  à  la  théorie  générale,  il  est  né- 
cessaire, pour  ne  rien  laisser  à  désirer,  de  voir  comment  elle  doit  être 
modifiée  dans  les  cas  particuliers  dont  il  s'agit. 

Supposons  donc  qu'en  f;iisanta;  =  w  la  fonction/ .r  +  tj,  développée 
en  une  série  ascendante  de  /,  soit  de  la  forme 

f[  m  ;  +  A  /■  '  -H  B  i'^V-  -f-  C  P+V-+-'  H-  .  . . , 

[j.,  V,  . . .  étant  toujours  des  nombres  positifs. 

Je  remarque  d'abord  qu'on  peut  trouver  les  coefficients  A,  H,  (". 

ainsi  que  les  exposants).,  a,  v,  ...,  par  une  méthode  semblable  à  celle 
du  n"  3  de  la  première  Partie.  On  fera  d'abord 

/'/?i-i-/=y" /H  -H /' p, 

et  l'on  prendra  pour  i'  la  plus  haute  puissance  de  i  qui  divisera 
/{m  +  i)—/[m),  après  les  réductions  convenables,  de  manière  que  le 
quotient  P  ne  devienne  ni  nul  ni  infini  en  faisant  /=o.  Lorsque 
m  =  o,  l'exposant  >.  pourra  être  négatif;  dans  tout  autre  cas,  il  sera 
évidemment  toujours  positif  (').  On  fera  ensuite 

P  =  A-r-«>Q, 

A  étant  la'valeur  de  P  iorsijue  /  =  c),  et  l'on  pi'endra  pour  i^  la  plus 

(*)  Une  inadvertance  singulière  a  été  commise  ici  par  Lagrange.  L'exposant  >.  no  peut 
jamais  être  négatif,  car  le  développement  de/(/«-t-/)  ne  peut  contenir  de  puissances  néga- 
tives de  /  que_si/(/«)  est  infini  ;  d'ailleurs  l'iiypollièsc  de  ni  =  o  ne  saurait  constituer  aucune 
particularité  :  on  peut  toujours  liiire  en  sorte  qu'il  en  soit  ainsi,  par  un  déplacement  de  l'ori- 
gine des  coordonnées  sur  l'axe  des  abscisses. 

Je  n'ai  pas  cru  pouvoir  me  permettre  la  moindre  altération  au  texte  de  l'illustre  auteur,  el 
j'ai  laissé  subsister  la  faute  dans  cette  nouvelle  édition.  (Note  rie  l'éiliteiir.) 

IX.  i6 
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11. mil'  |iiiiss;iiu-i'  |iiisili\t'  (le  /  (|m  iliviscr:!  I*  A.  de  iiKiiiii'ic  (iiii'  le 
(|ii(itii'iit  O  Ut'  il(-\i('ini(-  III   nul  m    iiilini  Idrsijiic  /       <>.   On  ciiiiliiini'i'a 

l'il    >ll|l|><iS,llll 

O        l!^/l{, 

lî  l'Iiinl  l;i  \;ili'iir  de  Q  lorsiiiic  /  o.  cl  /  la  pins  liaiili'  puissamt'  posi- 
li\('(lr  ('(|ni  divisera  O  H,  en  siu'lc  (|nc  le  (|ii()liiMiI  1»  ne  suit  ni  nul 
ni  iiitini  lnisiiiii'  /       o  :  et  ainsi  de  suite.  On  aura,  de  celle  inanii'ic, 

/"  m   ■    i'    ~  f  lit     r-  ('  r  .^  f  III    -t-  I'  A  -t-  /'  •  :'(J 
^  /'  m    -r-  (■  '  A  -T-  /'  •  1^  B  +  /■'  •  !^  •  '  U 


On  a,  piiui'  liiiu\cr  les  leniics  siieci'ssil's  d'une  série,  des  mellindes 
pluscouilcs  ou  d'un  calcul  plus  l'acilo,  mais  la  précédeiile  a  l'avanlago 
lie  ne  (Icveliipper  la  série  tju'aulanl  (pie  l'on  veut  et  de  donner  la  valeur 
du  reste.  Nous  naiiroiis  pas  liesnin,  pour  noire  olijet,  de  connaitre  ces 
rotes;  il  nous  suilira  de  savoir  (in'ils  peiiveiil  toujours  s'expriiner  par 
des  (piaiililes  de  la  i'oi  me  que  ikmis  venons  de  trouver. 

(!ela  |)osé,  cun>ider(Uis  la  eiuirlie  r{'pri'sentee  par  l'éipialion 

r  l'Iaiit  l'aliscisse  et  >   {"(U'doniii'e  ;  suiiposniis  (|u'elle  ail  un  puiiil  cniii- 

iniiii  avec   une  autre  courhe,    dont    l'ordonnée  soit    i';.ri,  et    (|iie   ce 

point  réponde  ii  l'aliscisse  ///.   en  sorte  (|ue  Von  ail    1"  ni' — ./"')•  •^" 

ilelii    de   ce    [loiiil,    les    ordonnées   des    deu\    couilies    seront    //// -H  j). 

r  m  -   /    pour  une  aliscisse  (|U(dcon(|ue  //i  -i-  i.  et  leur  dillereiice,  que 

je  di'si^ncrai  par  I),  sei'ay^  m -t- i   — V  ni -i  i  . 

Développons  la   l'onction   I"  rn-\-i]  (•omiiie  la    riMiction  /"  «2 -j- /  ,  <'l 

-oient 

F  m  -r   /         F  m    -7   /.'-/),     /'  -^  3t  -t   i'^q,     </  :^  , j  -+-  /•/■,      .  ■  . , 

'.-.  ...  étant  des  inunlires  posilil's,  <'l  -/.,  'i,  ...  étant   les  valeurs  de /;. 
'/.  ...  lors(|iie/     o:  on  aura  d'alioiil,  ;i  cause  de  V  m  ;  ^^f^^/Hj, 

1>  -    /'A  -  i?x   ■-  i'"^Q       i'y^q  -.- 
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Les  deux  premiers  termes  du  développement  de  /  m-hi)  étant 
/[m]  -h  PA,  et  ceux  du  développement  de  F  m  -+-  i)  étant  F(m)  +  tPa, 
supposons  qu'ils  deviennent  égaux,  en  sorte  qu'on  ait  aussi  p  =  /  et 
x  =  A:  la  première  de  ces  deux  conditions  dépendra  de  la  nature  des 
fonctions  désignées  par/ et  F,  mais  la  seconde  pourra  toujours  être 
remplie  comme  la  condition  de  ¥{m)=/[m)  par  le  moyen  des  con- 
stantes arbitraires  a,  h,  c,  ...  qui  entreront  dans  la  fonction  F  x  .  On 
aura  donc,  dans  ce  cas, 

D  =  r'^:*Q  — /p-'^7-^..., 

et  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  courbe  passe  entre  les  deux 
courbes  dont  il  s'agit,  dans  le  même  point  qui  répond  à  l'abscisse  m, 
à  moins  que  les  deux  premiers  termes  du  développement  de  r^{m  -+■  i  , 
oix)  étant  l'ordonnée  de  cette  autre  courbe,  ne  soient  aussi  les  mêmes 
que  ceux  du  développement  Ae  f  m^i). 

Car,  s'ils  sont  diflerents,  ils  ne  pourront  pas  se  détruire  dans  l'ex- 
pression de  la  différence  A  des  deux  ordonnées/  m-^i'  e\.o[m  +  i],  et 
l'on  aura  en  général 

A  =  P  A  —  (■?«  -t-  r'~!^Q  —  /?"-^</  -i- . . . , 

à  cause  de  o[m)  =f[m)  par  la  condition  supposée  de  la  coïncidence 
des  courbes  dans  le  point  qui  répond  a  x^m.  Cette  expression  de  A 
étant  comparée  à  celle  D  =  i''^Q.  —  i'^^^q-h. ...  il  est  facile  de  voir  que, 
à  cause  que  les  exposants  7.,  t,  . . .  sont  nécessairement  positifs  par  la 
nature  du  développement,  il  sera, toujours  possible  de  prendre  i  assez 
petit  pour  que  la  valeur  de  A  surpasse  celle  de  D,  abstraction  faite  des 
signes,  tant  qu'oli  n'aura  pas  5  =  1  et  a  =  A,  comme  dans  les  deux 
premières  courbes.  Donc,  dans  tout  autre  cas.  la  troisième  courbe  pas- 
sera nécessairement  en  debors  des  deux  autres. 

En  poussant  plus  loin  le  développement  des  fonctions/  m -!- /  et 
p(/,2_j_/  ,  on  prouvera  de  la  n)éme  manière  que.  si  les  trois  premiers 
tiTim>  (lu  développement  de  ces  fonelions  sont  les  mêmes,  aucune  autre 
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oourbi-  ne  pourra  passer  ontro  olles,  à  moins  qu'elle  n'ait  aussi  les 
mêmes  termes  communs  avee  eelles-là;  et  ainsi  de  suite. 

On  pourra  donc  appeler  aussi,  comme  dans  le  n"  10,  contact  du  pre- 
mier ordre,  du  second,  etc.  le  rapprochement  de  deux  courbes  pour 
lesquelles  les  deux  premiers  termes,  ou  les  trois  premiers,  ou  etc. 
seront  les  mêmes  dans  les  (lévcioppciuenls  des  tbiidions  (|ui  repré- 
sentent les  ordonnées. 

Ainsi,  la  courbe  dont  l'équation  est 

étant  donnée,  la  louibe  la  plus  simple  qui  aura  avec  elle  un  contact  du 
premier  ordre  au  point  où  x  =  m  sera  représentée  par  réipiation 


et  celle  (|ui  aura  un  contact  du  second  ordre  le  sera  par 
y  =f,  m]  -i-  k[X  —  ni  '  -h  B^x  —  m p+i^.; 

et  ainsi  de  suite.  Car,  en  substituant  m-\-i  pour  x,  on  aura  simple- 
ment les  deux  premiers  termes  /m) -f- Ai',  ou  les  trois  premiers 
/  mi-r-\P  -hBP^^,  ou  etc.  du  développemenl  de  /\m  +  i).  Ces 
courbes  auront  donc  aussi  dans  le  même  point  le  cours  le  plus  appro- 
chant de  celui  de  la  courbe  proposée  et  pourront,  par  conséfpu'nt,  ser- 
vir il  en  faire  connaître  les  propriétés  comme  les  points  singuliers,  les 
points  de  rebroussement ,  etc.,  sur  (|uoi  voir  VAna/yse  des  lignes 
courbes  de  Cramer. 

14.  Supposons  maintenant  qu<',  dans  ré(]uation 

de  la  courbe  proposée,  on  substitue  -^  à  la  place  de  a-,  et  <|u'on  déve- 
lop|ie  la  ronclion/(^)  en  une  série  ascendante  de  la  forme 
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Si  l'on  fail  la  nirmc  ciioso  pour  l'équation 

V^  Fa-; 

(l'une  autre  eourbe,  el  que  les  premiers  ternies  du  tléveloppement  ilc 

F  f  yj  soient  les  mêmes  que  ceux  du  développement  de/f4  j,  on  pourra 

prouver,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  qui  a  été  fait  ci-des- 
sus, qu'on  pourra  toujours  prendre  «"assez  petit  pour  qu'aucune  antre 

courbe,  représentée  par  !'é(|uatiou  v  =  o  a-  et  dont  la  l'onction  o(-^) 
développée  de  même  en  série  ascendante  n'aurait  pas  autant  de  termes 
identiques  avec  ceux  de  ces  coui'bes,  ne  puisse  passer  entre  ces  mêmes 
courber  dans  les  points  (]ui  répondront  à  l'abscisse  j:=  -  et  à  toutes 

les  abscisses  plus  grandes  à  l'intini,  puisque,  dès  que  la  conditi(Mi  (|ui 
peut  empécber  que  cette  courbe  ne  passe  entre  les  deux  autres  aura 
lieu  pour  une  certaine  valeur  de  /,  elle  aura  lieu,  à  plus  forte  raison, 
pour  toutes  les  valeurs  de  i  plus  petites. 

D'où  l'on  peut  conclure  que  la  courbe  dont  l'équation  sera  simple- 
ment 

y=kx-~'',     ou    _)-r=  Ax~"' -t- Bx"'-;-^,     ou     elc. 

ira  en  s'approchant  continuellement  de  la  courbe  proposée  h  mesure 
que  les  abscisses  x  deviendront  plus  grandes,  mais  sans  pouvoir  jamais 
l'atteindre,  de  manière  qu'elle  parviendra  à  un  terme  passé  lequel 
aucune  autre  courbe  du  même  genre  parabolique  ou  hyperbolique,  qui 
ne  sera  pas  d'un  degré  plus  haut,  ne  pourra  passer  entre  les  deux 
courbes.  Cette  .seconde  courbe  sera  donc  une  asymptote  de  la  prcuiii're, 
et  cette  idée  de  l'asymptote  nie  parait  la  plus  simple  et  la  plus  générale 
qu'on  en  puisse  donner,  en  même  temps  qu'elle  est  aussi  l.a  plus  propre 
à  caractériser  la  nature  du  rapprochement  qui  constitue  le  vrai  asym- 
ptolisme. 
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CHAPITRE  IIÏ. 


l'KOnLtMF.S  DIUKC.TS  ET  INVERSES  SLU  LE  CONTACT  DES  COlRIiES.  ANALYSE  DES  CAS 
01-  l'on  propose  LXE  relation  ENTRE  LES  DEl'X  ÉLÉMENTS  1)1  CONTACT  Df 
PREMIER  ORDRE.  DE  LA  COURBE  REPRÉSENTÉE  PAR  l'ÉCHATION  PRIMITIVE  SINGl- 
I.IÉRE  It'lNE  ÉQLATION   Dl"   PREMIER  ORDRE. 


15.  Les  problèmes  qu'on  peut  proposer  sur  les  tangentes,  les  rayons 
(le  courhure,  etc.,  et  en  général  sur  les  contacts  des  courbes,  sont  de 
lieux  sortes,  directs  ou  inverses.  Les  probli-nies  directs  se  réduisent 
toujours  à  trouver  quelques-uns  des  éléments  du  contact  d'un  certain 
ordre,  et,  comme  ils  ne  dépendent  que  de  l'analyse  directe  des  fonctions, 
ils  sont  toujours  résolubles  analyti(iuenu'iit.  Dans  les  problèmes  in- 
verses, on  suppose  qu'il  y  a  une  relation  donnée  entre  <|uel(nies-uns 
de  ces  éléments  et  les  coordonnées  a-,  y  avec  les  fonctions  dérivées  v'. 

y" et  celte  relation,  en  y  substituant  les  expressions  générales  des 

éléments  en  x,  y,  y'.y",  ■■■,  devient  une  é(|uation  dérivée  d'nn  cer- 
tain ordre,  dont  il  faut  trouver  l'équation  primitive  pour  avoir  celle  de 
la  courbe  cliercbée  en  .r  et  >'.  Ces  problèmes  coiidiiiscul  donc  iniincdia- 
teinenl  à  des  équations  dérivées,  et  leur  solution,  dépendant  essentiel- 
lement de  l'analyse  inverse  des  fonctions,  se  trouve  sujette  à  toutes  les 
(lillicullcs  de  celte  analyse. 

Il  y  a  cependant  des  cas  où  l'on  peut  les  résoudre  directement  par 
des  considérations  [tarticulières,  qui  méritent  d'autant  plus  d'atten- 
tion, qu'elles  tiennent  à  des  finesses  d'analyse  (|u'il  est  intéressant  de 
«•oiiiiaitre. 
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Ces  cas  sont  ceux  où  la  relation  donnée  n\>t  ([n'entic  les  clfimiilv 
mêmes  du  contact,  sans  que  les  coordonnées  x,  y  y  cnlri'iil. 

Pour  donner  d'abord,  par  un  exemple,  une  idée  de  ces  sortes  de  pro- 
blèmes, supposons  qu'on  demande  la  courbe  dont  chaque  tangente 
coupera  deux  ordonnées  (prolongées  s'il  est  nécessaire)  répondant  aux 
abscisses  données  x  =  m  et  ar  =  n,  de  manière  que  le  produit  des  par- 
ties de  ces  ordonnées  comprises  entre  la  même  tangente  e(  I';i\t'  des 
abscisses  soit  toujours  constant  et  égal  à  K. 
Puisque  l'équation  à  la  tangente  est  (  n"  6j 

ç  ==  «  ^  bp. 

en  faisant  successivement  p^m  et  p^=^n,  on  aura  les  deux  valeurs 
(le  q,  dont  le  produit  devra  être  égal  à  K;  on  aura  donc,  entre  les  élé- 
ments du  conlact  a  et  h,  l'équation 

[a  +  mb    [a  +  iib    =  K. 

La  marche  naturelle  et  directe  serait  donc  de  substitui'i'  à  la  place  de  a 
et  b  leurs  valeurs  y  —  xy'  et  j'  (numéro  cité);  on  aurait  alors  cflti- 
équation  du  premier  ordre 

\j--r-   m-x]y'^[y+    n  —  x]y'\  =  K, 

dont  il  ne  serait  pas  aisé  de  trouver  l'équation  primitive  par  les  mé- 
thodes ordinaires. 

Mais,  si  l'on  prend  les  fonctions  primes  de  cette  éijualion,  il  vient 
celle-ci, 

[_v-l-  («  —  x)/']  (m  —  x' y"  +  [y -=r- {m  —  -r'.)-']  ;«  —  x]y"=  o, 

dont  tous  les  termes  se  trouvent  multipliés  par  v",  de  sorte  qircllc 
peut  se  décomposer  dans  ces  deux  : 

/'=o     el     [y-\- [n  — xy'\m—x] -^{y -^  [m  — xy'\\n-~  X  =0. 

La  première,  qui  est  du  second  ordre,  donne  sui'-le-iliamp  celle-ci  An 
premier. 
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où  A  osl  une  coiistaiilc  arltiliairc;  ainsi,  par  les  principes  établis  dans 
les  n''*46el  suivants  de  la  première  Tartie,  (in  aura  l'éciiiatidn  primi- 
tive t'onipU'te  de  la  iiroposée  en  y  suiislilnanl  sim|)lement  eelle  valeur 

dey. 

Cette  éipuitiun  sera  doue  de  la  forme 

(X—  \x  -h  m  A  )  [y  —  Ax  +  /iA)  =  K, 

savoir,  en  développant  les  termes, 

[y—  \x]--i-  {r  —  \x)\m  -i-  n]  \-+-  iiinS.-—  K  =  o, 

d'où,  en  extrayant  la  racine,  on  tire 

J-—  \x  +  B, 

en  prenant  pour  15  la  racine  de  ré(|uation 

B-  -f-  ( m  -+-  Il   AB  -+-  mn  A-  —  Iv  =  o. 

U'oii  l'on  voit  ([ue  l'on  n'a  de  cette  manière  (|u'une  éciuation  à  la  ligne 

droite. 

En  eiïel.  l'e(|uation  >-"=  o  ayant  d(inné  r'  =  A,  celle-ci  donnera  l'é- 

ipiation  primitive 

y—  Ax  -+-  B, 

A  et  H  étant  deux  constantes  arbitraires;  mais,  par  la  théorie  des  nu- 
méros cités  ci-dessus,  ces  deux  constantes  ne  peuvent  pas  être  arlii- 
traires  à  la  fois,  car  il  faut  que  l'équation  trouvée  coïncide  avec  la 
proposée  pour  une  valeur  de  x;  or,  faisant  a;  =  o,  on  a 

j  =  B,    /  =  A; 

donc  on  aura  entre  A  et  B  cette  étjualion  de  condition, 

(B4-mA){B-f-reA)  =  K, 

qui  e^t  la  méiiic  (jiie  celle  (jue  nous  avons  trouvée  ci -dessus  pour  la 
détermination  de  ]J  en  A. 

Venons  maintenant  à  l'autre  équation,    qui   n'est  (|ih'  du    premier 
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ordre.  Ccllo-ci  sorvira  ôiralcnicnt  à  trouvor  une  »'qiialiùn  primitive  de  la 
proposée  par  reliiniiialioii  île  y.  En  effet,  elle  donne 


2   ni  —  X     II 


valeur  (]ui,  élaiit  substituée  dans  la  pri)|K)sée,  la  réduira  à  e(dle-ii. 


iK'  m—x][n  —  x) 


eqnatiiui  à  relli|)se  ou  à  Thyperbole,  suivant  (jue  K  sera  une  (|uantite 
positive  ou  négative.  Le  grand  axe  sera  m  —  n,  le  petit  axe  'j.\  ±  K.  et 
les  deux  sommets  seront  aux  points  où  x  =  m  et  où  a;  =  «. 

La  propriété  des  tangentes  qui  nous  a  conduits  à  cette  équation  est 
démontrée  dans  la  proposition  XLIl  du  Livre  III  des  Co«/y(/e5  d'Apol- 
lonius; mais  l'analyse  précédente  a  l'avantage  de  faire  voir  ([ue  cette 
propriété  appartient  uni(iuenient  aux  sections  coniques. 

16.  Si  on  examine  maintenant  les  deux  solutions  qu'on  vient  de 
trouver,  il  est  fiicile  de  voir  que  la  première  ne  donne  que  la  ligne 
droite  même  qu'on  a  supposée  tangente,  en  regardant  les  deux  élé- 
ments a  et  b  comme  constants;  car  l'éciuation  j'  =  Aa; -i- B  ne  diirère 
point  de  l'équation  q  =  a  +  b/)  de  cette  tangente,  l'équation  entre  les 
deux  constantes  A  et  B  étant  évidemment  la  uiéuie  <|ut'  le'lle  (pic  l'on  a 
supposée  entre  les  cjuantités  b  et  a. 

En  eilet,  il  est  visible  (|ue  toute  droite  peut  résoudre  le  problème, 
poui  vu  (|u'il  y  ait  entre  ses  deux  constantes  la  relatinu  ilounée  par  les 
conditions  du  probli'me,  et,  comme  il  reste  une  constante  arbitiaire. 
il  s'ensuit  que  ré(|nation  de  celte  droite  doit  être  ré(|uation  primitive 
compli'te  (le  rci|ualioii  du  premiiM' ordre  doiuiée  pal'  le  pridili'ine.  Doue. 
analyti([uement  parlant,  le  probli'ine  est  léscdn  complètement  pai  l'e- 
quation  même 

y^  a  -H  hx, 

a  et  b  étant  deux  ((Uistaiiles.  dont  riiiie  est  arbitraire  et  l'antre  en  dé- 
I\.  u- 
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|ii'iiil  |i;ii'  l\'(|iiatiiMi 

[a  -h  ml)]  [n  -¥-  nb]  =  K . 

A  l'oganl  (If  la  scfomli'  solution,  (.•oiimic  elle  ne  coiiticiil  [xiinl  de 
ronstante  arliidaiiT,  l'Ilo  est  à  la  rii;in'iir  moins  j^éiicraio  que  la  pre- 
inii'ir  l't  no  peut  être  qu'un  cas  particulier  de  celle-ci  ou  bien  uue  so- 
lution sini,'ulii're  provenant  de  la  considération  (lue  nous  avons  déve- 
loppée dans  le  n"  60  de  la  1'*  Partie. 

Il  est  d'al)ord  facile  de  se  convaincre  (pie  cette  deinii'i-e  sidiition  ne 
peut  être  un  cas  |tarticulier  de  la  première,  car  il  (aiidiail  pour  cela 
ipic  r('(|iiatiou  V  =  rt  +  6.1' de  la  pcemière  pût  satisfaire  ii  ré(piali(iii 

4  Iv  '"  ^ —  -f     "  —  -i' , 
1-2  +  1 — ^ _  —  o 

•^  [in  —  nf- 

de  la  seconde,  en  déterminant  convenaMemeut  sa  constante  arbitraire, 
et  par  (•onsé(pient  qu'en  éliminant  j  de  ces  deux  écpiations  la  résul- 
laiilc  ne  ((luliMl  |dus  que  des  constantes,  ce  (pii  n'est  pas. 

Klle  ne  peut  doue  être  (ju'une  solution  siuiiiilii-re,  cl,  en  ed'et,  nous 
av(Mis  vu  I""  Partie,  n"  59)  que  le  caracti're  de  ré(piation  primitive  sin- 
iiulii're  (le  toute  équation  du  premier  (U'dre  de  la  forme  v'=F(ar,y) 
est  de  rendre  infinie  la  fonction  F'(y),  c'esl-ii-dire  la  fonclioii  prime  de 
V(x,Y)  prise  relativement  à  v  seul.  Or,  l'éipuitiou  de  notre  prolilème 

[y  -h  {m  -  X  ]}  ■'][}■  Jr  [n  —  x\)']  =  K, 

étant  mise  sous  la  forme  précédente,  donne 


„,         ,       ri-ix—m  —  n]-h\/iiHin — x'i\n  —  x]-\-lm  —  nY-y- 
t  [x,  r]  =  — ^— ! — ' ■ ^ — — , 

2.  [m  —  X'i[H  —  X  j 

d'oii  l'on  lire 


,.,       _  f /»  —  /i]-)--f-  {otx  —  m  —  n]  \/^K(ni—  xj{n-—x)  -i-  [in  —  n  )'-)'- 
2(/n  —  X j^n  —  x]  y'4 K.(«i  —  •*■)  l«  —  x]  -\-  [m  —  «)'.?'" 

oii  l'on  voit  (pu-  F'(>')  devient  inllni  par  ré(piatiou 

4  K  m  —  x][n  —  x)  +  [m  —  ii)'-)'-  =  o, 

(jui  est  celle  de  la  seconde  solution. 
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17.  l'Ji  extimiiiant  la  nianii'rc  dont  nous  soiiinics  |)arv('niis  ;>  ccUc 
solution,  on  verra  (|u'cll('  (It-pciid  de  cette  eirconslanee  (|ne  les  fonc- 
tions primes  de  a  et  b  regardés  comme  ibnctions  de  x,y,y'  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  (jui  ne  contient  pas  la  fonction  secondey  ;  en 
elTet,  ayant  b  —  y'  et  a  =y  —  xy',  on  a 

b'  =r  y-''     et    a'=:z—  xy", 

ce  qui  donne 

n' 

(le  sorte  que.  pirnant  la  fonction  prime  de  l'écpiation 

[n  -\-  mh)  [a  +  nh)  ^^  K 

et  divisant  par  b' ,  on  a  une  équation  qui  est  également  du  premier 
ordre,  et  le  résultat  de  l'élimination  de/  entre  ces  deux  équations 
donne  l'équation  aux  sections  coniques  trouvées  plus  liant.  Or  je  con- 
sidère que  les  quantités  a  et  b  sont  données  par  les  équations  (u"  1 1  ) 

j-=za-\-bx     61    y=^b. 

Ainsi  l'équation  dont  il  s'agit  est  le  résultat  de  l'élimination  de  a,  h 
et  -»'■  entre  les  é([uations 

)•  ==  rt  -f  hx,    y=  h,     (rt  +  Dib ]  [a  -y-  nb]  —  K 

et  l'équatiou  prime  de  cette  dernière  divisée  par  //.  On  obtiendra  donc 
aussi  le  même  résultat  en  éliminant  d'abord  une  des  deux  quantités  « 
ou  b  entre  les  deux  é<|uations 

y=a  +  hx     et     [a -\- mb][a  +  nb]  =K, 

et  ensuite  éliminant  l'antre  par  le  moyen  de  l'éipiation  lésnitante  et  de 
son  é(iuation  |)rime  prise  en  faisant  varier  celte  dernitTc  (|n;intite.  Ainsi, 
éliminant  d'abord  a,  on  a  ré(juation 

[y+  [m  ^  x]  b][y-h  [n  —  x]bl  =  K. 
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l'iTiiiiiil  l'('(|iialioii  |)iiiiM'  rclalivomcnt  à  h  cl  divisaiil  par  //,  on  a 

[  )•  +  ;/H  —  X    t]i  H  —  a:)  4-  [j-f-  (m  —  x)  6J(/JI  —  ;i-)  =  O, 

ilciii  l'un  lin- 


b  = 


[f.x  —  m  —  n]Y 

y.  [m  —  •*")(«  —  •^  ; 


valeur  (|iii,  siilistiliicc  dans  l'aulrc  (''(|nalit)n,  donnera  eoniine  ci-tlessns 

re(|nation 

! III       «'-)•-+  4 K  (m  —  .r)(«  —  x)  =  o, 

(|ui  renferme  la  sceoiide  solnlion. 

On  |)enl  eneore  eonsidéi'cr  (|ne  l'iMinalion 

(a  -+  iiilAia  -)-  nh]  =2  K, 

<|iii  eoiihent  la  relaliiui  enire  d  el  h,  dans  la(|iielle  consisle  la  (■(unlilicni 

dn  |)i()l)lènM',  donne,  par  la  résoinlicni,  <i  -^-/[h],  valenr  (|ni,  étant  snli- 

stilnée  dans  ré(|nation 

f  =  a  -+-  bx, 

la  lédnil  ii  etdie-ei, 

)  —J\l>]  +  bx, 

(|ni  ne  ((inlienl  pins  (jne  la  eonstaiile  arbitraire  ^,  (pi'on  éliminera  par      * 
l'éipiation  prime  pi'ise  relativement  ;i  />,  savoir 

f  [b]-^x^o, 

ce  (|iii  donnera  eneore  le  nn"'me  résnilat.  Oi',  jiar  re  (|u'on  a  vn  ci-des- 
sus, réqnalion 

csl  rei|iialiiHi  primitive  compli'te  de  ré(|nali(ni  dn  pi'emier  (trdre  dcmnée 
par  le  priddéme;  dune  ré(|nati(m  lésnltante  de  l'élimination  de  h  enli'c 
i'(dlc-ei  et  l'écjualion 

f'[l>]  -h  X  —  o 

sera  piTcisénicnl  l'équation  primitive  sini^nlii're,  d'api'ès  la  théorie  du 
II"  GO  (le  la  I^^-  Partie. 
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D'iiii  autre  cùh',  coiiiim'  l'équidioii  v=/(^  :  +  èa?  est  rtHjiiatioii  i;é- 
iK'ralc  (les  (aui^cnlcs  de  la  rourlic  clifi'cliée  (n"  15),  on  en  pcul  i-oii- 
clurc  qiio  pour  avoir  l'o(iuation  de  cctlc  rourl)0  il  n'y  a  qu'à  rcicardcr 
la  constante  arbitraire  h  (|ui  dilTérentie  les  tan!;eutes  eoinnie  varial)le 
et  la  déleniiinei'  par  la  coudilion  (|ue  l'iMiualioii  prime  l'elative  à  cette 
seule  variable  ait  lieu  on  même  temps,  et  de  là  on  voit  aussi  que 
l'équation  primitive  singulière  que  nous  avons  trouvée  pour  l'équation 
du  |)remier  ordre  donnée  par  le  problème  n'est  antre  clioseijiie  l'écpia- 
tion  de  la  courbe  formée  par  l'intersection  continuelle  des  droites  re- 
présentées par  l'équation  primitive  complète  de  la  même  équation  du 
pi'cuiier  ordre. 

!8.  Après  avoir  ainsi  éclairci  la  matière  par  un  exemple,  nous  al- 
lons la  traiter  d'une  manière  générale.  Soit,  comme  dans  le  n"  10, 

l'éciuation  de  la  courbe  du  contact,  (juc  nous  avons  supposée  ci-dessus 
une  ligne  droite,  et  soit 

ré(iuatiou  (jui  détermine  la  relation  entre  les  deux  éléments  a  et  />. 
donnée  par  la  nature  du  problème  proposé;  suivant  la  théorie  donnée 
dans  ce  même  numéro,  il  faudra  déterminer  a  et  b  par  les  deux  équa- 
tions ,/" 

.r,r,  fl,i)  =  o     et     F{x,f,  a,  b  y  =  o. 


Or  nous  avoiiî;  vu  dans   la  I""  Partie  (n"  46)  que,  si  l'on  élimine  a 
et  b  des  trois  é(|uaiions 

F{x,y,a,  l>]  =  o,     V  {x,r,(i,  b]'  =  o,     F{x,);a,  b,"  =:io, 

1)11  a  une  é(iuation  du  second  ordre  entre  a-,  j,  y' et /',  (|uc  nous  dcM- 
gner(nis  |).ajfY=o,  et  dont 

*:  ^ix,  )■,  a,  b:  ^=  o 


sera  l'éciualioii    primitive  complète,  a  et  b  étant  les  constantes  aibi- 
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Iraiirs;  nous  v  avons  vu  aussi  quo,  si  l'on  élimine  a  ou  h  des  iletix  pre- 
inièrcs,  los  doux  résultantes  seront  des  é(|nations  primitives  du  pre- 
mier ordre  de  la  mèn)e  é(|uation  Y  =  ().  et  dont  eelle-ei  sera  le  résultat, 
en  prenant  de  nouveau  les  Ibnctions  primes  et  éliminant  la  eotistaule 
(|ui  y  était  restée  (n"  47).  Donc,  si  de  ces  deux  premières  étpiations  cm 
lire  les  valeurs  de  a  et  b,  que  nous  désignerons  par  P  et  O,  eu  sorte  (|ne 
l'on  ait  «  =  P,  6  =  Q,  P  otQ  étant  des  fonctions  dco:,  v  et  v',  (|u'ensui li- 
on prenne  les  fonctions  primes  de  ces  équations,  en  y  regardant  tou- 
jours a  et  i  comme  constantes,  on  aura  les  éipialions  du  second  oiilre 
P'=o,  Q'=o,  (|iii  devront  coïncider  avec  re(|ualion  >'  — o,  de  sorte 
(pi'on  aura  nécessairement 

P  =MV,    O'      NV, 

M  et  N  étant  des  fonctions  de  a-,  v  et  ;>-' sans  v' ;  car  si,  par  exemple, 
M  contenait  encore  y",  alors  l'éipialion  l*  ~  odonnerait,  outre  \  ^  o, 
cette  autre  équation  du  second  ordre,  >!  =  (>.  (pii  ne  sérail  pas  comprise 
dans  la  même  étpiation  V=o,  l'e  qui  ne  se  peu!. 

Substituant  donc  ces  valeurs  de  a  et  h  dans  reipiali lu  p^ddl'iiie 

o(a,  i]  =  o, 
on  aura 

(p(P,Q;i=o; 

prenant  l'usuite  ré(|ualion  prime,  on  aura 

P'9\P;  +  Q'?  (0;  =  o, 

eu  dénotant  par  ^'(P)  et  o'(Q)  les  fonctions  primes  de9(P,  Q)  prises  re- 
lativement il  P  et  Q  isolés;  donc,  mettant  pour  P'  et  Q'  les  expressions 
ci-dessus,  cette  dernière  équation  deviendra 

V[Mv'(P)  +  N9(Q;]  =  o. 

hupudle  se  décompose  naturellement  en  ces  deux-ci  : 

V  =  o    ei    M&;P       N-v'O   ="• 

i,a  picmii're,  V=  n,  sera  du  second  ordre  et  aura  pour  éiiualioii  |)ri- 

milive  conqtiète 

Y{x, y,  n,  b)  =  o. 
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c'est-à-dire  l'équalion  même  de  la  courbe  du  contact,  dans  laquelle  une 
seule  des  deux  constantes  a  et  h  sera  arbitraire,  l'autre  étant  lictcr- 
minée  par  l'équation  même  du  problème  o(a,  6)  =  o. 

L'autre  équation, 

Mo'(P)-t-No'(Q)  =  o, 

ne  seia  que  du  premier  onlie  et  sans  constante  arltitraire;  mais,  étant 
combinée  avec  l'équation  o(P,  Q)  =  o,  elle  donnera,  par  l'élimination 
de  v',  une  équation  entre  x  et  j  qui  sera  l'équation  primitive  siniiulière 
de  cette  dernière  (p(P,Q)  =  o. 

Cette  équation  sera  donc  le  résultat  de  l'élimination  des  quantités  a, 
b  et  v'  entre  les  quatre  équations 

F  I  j:,  )■,  «,  6  ;  ^  o,     F^x,  _)•,«,/>':=  o,     oa,b]^o,     M  o':  a) -t- No'  6' =  o. 

Or,  en  regardant  a  et  b  comme  des  fonctions  de  x  et  v,  les  équations 

«  =  P,     b  =  Q, 

résultant  des  deux  premières,  donnent  ces  deux  équations  primes 

a'^P'=},lV     ei     i'==Q'r=NV; 
donc 

M  ~  «'  ' 

de  sorte  que  la  dernière  équation  se  réduira  à  celle-ci, 

,,  ,  ,  i>'^y  h) 

O      «      -i ; =  O, 

qui  n'est  antre  cliose  que  ré(|iiali()n  prime  de  o[a,  b)  ^  o,  divisée 
par  a.  D'un  autre  côté,  dans  la  supposition  de  a  el  b  variables,  il  est 
évident  que  la  fonction  prime  de  ¥[x,y,  a,  b)  n'est  pas  sinqilemeni 
¥{x,j,  a,  by,  mais  (pi'il  y  faut  ajouter  les  termes  dus  à  la  variation  de  a 
et  b,  qui  sont  aT'{a)-hb'Y\b),  en  désignant  par  F'(rt)  etF'(i)  les 
fonctions  primes  de  ¥{x,  y,a,  b]  prises  relativement  à  a  et  h  b,  re- 
gardés comme  seules  variables.  Donc,  [)reiianl  les  foiKiions  [irimes  de 

ré(jnation 

F  (x,)-,  a,  b)  =  o, 


•2l(i 

on  aiini 
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Vx,  r,fi,  h)'  +  a'  F'(rt)  +  b'V'[b]  —  o. 

.M;iis  on  :i  dt'jii  l'ocpuilion 

F(.r,  )',  a,  b'\'  -r  o; 

on  iini'ii  ilonc  ncccïisjlircincnl,  dans  la  sn|)|iosition  de  a  cl  h  vaiialilcs, 

rc()nalion 

a'F[n]-^b'r[b]  =  o, 


d'oii  l'on  tii'( 


a'~       F'(6) 


i-'cst  la  valeur  (le      ■>  (|n'on  pcnt  Ironvcr  dircdcnii'iit  de  celte  inanii'ic, 

et  (|n'on  voit  eJairenienl  ne  ponvoir  être  une  l'onction  du  picniier  (ndre, 

|)uis(|u"(dle  ne  contient  (]ue  les  (inanlilés  .r,  y  et  d,  h. 

Donc  re(|uation  dont  il  s'agit  sera,  en  dernii'rc  analyse,  le  résultat 

de  l'idiniination  \\v  d,  h  et    —  entic  les  (inatic  (''(inatimis 
a  '  ' 

F(x,  j-,  a,  b]  :=  o,     ^[fi,  b]  =  o, 

dont  les  deux  dernières  sont  les  l'oiiclions  piiines  des  deux  preniii-res, 
[)riscs  ridativenii'nl  ii  d  et  h  et  divis(''es  parrt';  ré(|nation 

V [.x,y,  a,  b)  ^  o 

n'est  plus  nécessaire  ici  et  se  trouve  remplacée  par  l'éfpiaticni 

F'(rt)  +  -,  F'[b'-o, 

ipii  en  est  niu'  suite.  Donc,  si  on  rcdiiil  d'aliord  les  deux  |ireini('res  en 
une  seule  par  l'idiminalion  de  /j,  il  ne  s'aj^ii'a  plus  ipu'  de  jirciHlre  l'é- 
(juation  prime  de  cidie-ci  r(dalivemeiit  ii  c/ seul  et  d'elimitu'r  ensuite  rt 
|iar'  le  niiiyen  de  ces  deux;  le  résultat  sera  nécossairoinent  le  inènie 
(juaiiparavant. 
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Si  donc  on  tire  de  l'équalion 

o[a,  b]  =  o, 

donnée  par  les  conditions  du  prohlème  entre  les  éléments  du  contact 
a,  h,  la  valeur  de  h  en  a,  et  (]u'ou  suppose  b=z'l[a)  (ô  étant  aussi  la 
caractéristifjiu-  d'une  fonction),  tju'on  sid)stitue  cette  valeur  dans  l'é- 
quation 

Y[x,y,a,  b]  ^  o 

de  la  courhe  du  contact,  (ju'ensuite  on  prenne  la  fonction  prime  de 
F[.r,  r,  «,  i(rt)]  relativement  à  rt  seul,  fonction  que  nous  désignerons 
para'F'[a,  à{a)'],  a'  étant  la  fonction  prime  de  a  regardé  comme  fonc- 
tion de  j:,  on  aura  ces  deux  équations, 

F[x,r,  ti,'li[a'~\^o     el     F  [n,  ij; // :]  =:  o, 

d'où  il  faudra  éliminera;  et  il  est  visible  que  le  résultat  ne  sera  autre 
chose  que   ré(|uation  primitive   singulière   de  ré(piation  du  premier 

ordre,  dont 

F[:r,  y,  a,  '^(n)]  =  o 

sera  l'équation  primitive  complète  {n°  60,  P"  Partie  '. 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  singulière  sera  propremeni 
celle  qui  résout  le  problème,  et  qui  aura  la  propriété  d'être  touchée 
dans  chaque  point  par  une  des  courbes  représentées  par  l'équation 

Flx, y,  fi,'];  [a]]  =  0, 

a  étant  constant  pour  la  même  courbe,  mais  variable  d'une  courbe  à 
l'autre. 

19.  La  manière  dont  nous  sommes  parvenus  à  cette  dernière  solu- 
tion est  la  plus  directe,  analyliijuement  parlant;  mais  on  y  peut  parve- 
nir plus  simplement  par  la  considération  suivante.  Puis(|ue  le  pro- 
blème con^iiste  ii  trouver  la  courbe  ipii  aura,  dans  chaque  point,  un 
contact  du  premier  oidre  avec  la  idurbe  représentée  par  l'équation 

¥[x,  y,  a,  J>i  «)]  ^  o, 
IX.  28 
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(/  i't;iiil  un  |t:ir:mii'lif  iii(lftciiiiiiu'.  il  s'ciisuil  n"  10  i|ti('  r('(|iiali(iii 
(le  la  rmirlii'  clifi'cliri'  doit  ildiincr  |)oiir  v  cl  pour  \  dc^  loiirtiuns  iK'  -v 
(le  la  iiiriiir  loi  iiir  (|IH'  (•i-lics  i|ui  icsiillcnl  des  (''iiiialioiis 

l'I  .r,  )•,  (/,  y  rt  J    T  o     Cl     F[x,  )',  rt,  <}  //  ]'       Cl, 

•  •Il  di'siijnaiil  |iar  F  |  .r.  v.  a,  i  a   |'  la  roiidioii  |)i-iiiii'  Ai'  l'|  c.  v.  </,  'y  (a)J 

l'fialivf  il  .r  cl  v.    Or,  a  claiit  une   (|iKnililc  iiiilclcniiiiicc,   on    [tciit    la 

^ii|)|ioscr  Icllc  (iiic   la  couiltc  cliciclicc  xiil  rcprcsciitcc   par   la  iiièiiit' 

ci]iialioii 

F[.r,  V,  (7,  t|(  «  ]  ■  -  o, 

|ioiir\ii  (]iic  i"c(|natinn  [iriiuc  dr  celle-ci  soil  aussi  de  la  iiii'iiic  l'orme 
V\  X,  y,  n,  !/   a  ]'    =  o. 

Mais,  si  (/  csl  une  (|uaiilité  vai'iahle,  la  ('oiiclioii  jtiiiiie  coiiijdJ'Ie  de 
l"|  .r,  V.  «,  I.  (I   I  sera,  coniiiie  nous  l'axons  vu  ci-dosus , 

I'"[.r,  )•,  a,  'l   (t  ]'  -T-  (/'  F'[rt,  'Il  a  ]. 

Donc  la  <iiiiditioii  dont  il  s'afiit  scia    rcin[die   si   l'on   délcriiiine  a  [lai- 

réi|iialiiui 

F'  [a,  'In]       n, 

Cl-  (|iii  donnera  la  dcriiii'ic  soliilion  (|iic  nous  venons  de  Iroiiver. 

Toiile  c(|uation  ciilrc  .c,  v  d  un   |iaranii'lre  iudcleriiiiiKW/,  (|iie  nous 
deiioleron>,  |)onr|diisdc  sini|dicile,   par 

f  [.V,  y,  a    —  o, 

rcpiésenle,  en  donnant  suecessivcrnent  ii  a  toutes  les  valeurs  [)ossil)les, 
une  rannlle  d'une  inlinité  de  courltes  (|iii  varient  de  l'orme  ou  de  posi- 
lion.  ou  di'  l'une  cl  de  l'autre  il  la  l'ois,  ii  raison  des  variations  du  pa- 
rami'lre,  et,  si  l'on  élimine  ce  parami'tre  par  le  moyen  des  l'onctions 
primes.  rei|iiatioii  résultante  du  premier  ordre  ap|iai'tiendra  ii  toute 
l'cllr  lamille  de  l'ourlies;  (dic  appartiendra  donc  aussi  ii  la  coiirhe 
l'orniee  pal'  toute?»  cc>  courl)e>,  l't  (|ui  les  eii\(doppera,  avant  avec  clia- 
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l'iiiic  (Ti-Ilfs  1111  contact  du  |irciiiici' ordre.  I.a  mcmc  (''(|iiation 

/>-^.j".  «;  =  0. 

ainsi  (|ne  son  «'(jnalion  prime 

f'X,x,a]'  =o, 

prise  relativement  à  x  et  v  seuls,  devront  donc  avoir  lieu  aussi  pour 
chaque  point  de  cette  courbe  enveloppante,  en  regardant  le  paramètre o 
comme  une  (|uantité  variable. Or,  dans  cette  hypothèse,  la  fonction  prime 
complète  de  /(a-,r,  rt)  est/{cc,Y,a)' -ha'/'{a),  en  dénotant  par /'(a) 
la  fonction  prime  de  /{'ce, y,  a)  prise  relativement  à  a  seul,  et  par  a' 
la  fonction  prime  de  a,  regardée  comme  une  fonction  quelconque  de  x: 
donc  il  faudra  que  la  valeur  de  a  soit  telle  que  l'on  ait /'(«==  o,  ce 
(jui  donnera  l'équation  primitive  singulière  de  l'équation  du  premier 
ordre  ([ui  réj)ond  ;i  l'équation 

f  x,y,  a)  =  o, 

dans  laquelle  a  est  regardée  comme  une  constante  arbitraire  n''  GO. 
I"^*"  Partie). 

D'où  l'on  peut  conclure,  en  général,  que  l'équation  primitive  singu- 
lière d'une  équation  du  premier  ordre  représente  toujours  la  courbe 
enveloppante  de  toutes  les  courbes  qui  peuvent  être  représentées  par 
son  é(juation  primitive  complète,  en  donnant  à  la  constante  arbitraire 
toutes  les  valeurs  possibles. 


2-20  TllÉOUli:   DES  FONCTIONS. 


cn.vpiTHi:  IV. 

DKS    CONTACTS    1)1       Si:C(»M)    OIUIliK.     TlIlOIili:  KT     CONSTI'.rCTION     IITS    KUIATIONS 

i'i;iMiTivi-s  si.Nc,ri.iKi!i:s  dans  i.k.s  oiiiinr.s  sipi.r.ii  rr.s.    immi'ii    contknant 

I.A    TIlKlinii;    ANAI.YTIQl  r.    DES    in.vci.npi'iiis . 


20.  (imisitlcions  iiiiiiiitcnaiil  les  coiihicls  du  sccoiul  ordre,  cl,  |irciiaiil 

F   r,  j-,  a,  II,  c      -  o 

|iciMi-  rci|iiali(iii  de  hi  eiHirlie  <lii   coiilacl,   sii|)|i(is(iiis  ([iTil  y  ail  eiilic 
les  trois  éleiiieiils  r/,  h,  c  la  lelatioii  (Ioiiimt  |iar  rc(|iia(ioii 

Ç/   (i,  h,  c  •  _=  o. 

roirinie  le-  \aleiirs  de  ces  éléments  doiveiil  se  tirer  des  (rois  é(|iiatioiis 

ir  10 

F   X,  )\  (i,h,  r  o,      F  x,r,  (I,  h,  c  '        o,      F   X,  )',  rt, /',  ci"  r=  o, 

si  l'on  désii,'iie  ces  valeurs  par  V,  O,  H,  ré<|iiation  dn  |iroldcine  sei-a 

9  P,  Q,  li        o, 
i|n'on  voit  être  du  second  ordre.   Les  trois  e(|iiations 

Il     i>,    /-     O,    r     n 

doniieroiil,  en  |n-eiiant  le-.  roncli.)n>  |Hinies  dan>  la  sn|i|)osilion  de  a, 
h.  r  ednstanles.  la  nnMne  ei|Malion 
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(lu  Iroisièmc  orilro,  qui  sera  le  résultat  de  réliinination  de  a,  h,  c  au 
moyeu  des  trois  équatious  préeédentes,  combinées  avec  l'équation 
tierce  (n"  16,  T"'  Partie) 

V  ^x,y,  a,  b,  c)"'=  o; 

par  conséquent,  on  aura  nécessairement 

P'  =  M  V,     Q'  =  N  V,     W  =  LV, 

M,  N,  L  étant  des  fonctions  de  œ,y,y'  et  y"  sans  y"',  de  sorte  ([u'cii  |iit'- 
nant  les  fonctions  primes  de  l'équation 

(p(P,Q,R)  =  o, 

on  aura 

P'o'(P)  +  Q'o'[Q)-i-K'9'(R)  =  o, 

savoir 

V[M  o'( P)  +  N  o'(Q)  +  L  cp'(R)]  =  o, 

équation  qui  se  jtartage  naturellement  dans  ces  deux-ci, 

V=o     et    Mo'fP) +N9'(Qj +Lo'(R)=o, 

dont  la  première  est  du  troisième  ordre  et  dont  la  seconde  n'est  i|ue 
du  second. 

L'é([uation  V=  o  a,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  pour  équation  pi'i- 
mitive  complète  l'équation  même 

T [X,  y,  a,  h,  c  :  =  o 

de  la  c(Uirlje  du  contact,  dans  hupu'Ue  a,  h,  c  sont  les  li'ois  constanles 
arbitraires;  mais,  comme  l'équation  du  problème 

9(P,  Q,R)  =  o 

n'est  que  du  second  ordre,  il  doit  y  avoir  une  relation  entre  ces  trois 
constantes  qui    les  réduise  à  deux  arbitraires,  et  cette  relation  est 

donnée  par  l'éiiualion 

a  «,  b,  c   '—-  o, 

qui  résulte  de  la  précédente,  en  substituant  les  valeurs  de  I*.  O.  H 
tirées  des  équations  a  =  P,  6  =  Q,  c  =  R. 


2>i  Tiii.oiiii:  m: s  ionciions. 

I.':iiilii'  (■(Hiiiliiin  cliiiil  (lii  sci'diitl  (tnlrr,  im  i)(iiiii;i,  |i;ir  son  iiinycn, 
rliiiimci' l;i  loiiclioii  v"  ili'  rf(|nali(iii 

y    l'.o.  1! 

ri  l;i  iTSiilhiiili'  M'r;i  une  f(|ii;il  idii  |iiiiiiili\  c  de  ccllc-ci  du  |iiriiiiiT 
milii'.  ni;ii>  i|iii  ne  i'onIiciiili;i  |miiiiI  t\r  riiiislaiilc  ;irliilr;iii('.  ('.cllf  t'(|u;i- 
(11111  mt;i  diiiir  |i'  rcsnilal  de  l'id i iii i n;i I iiMi  des  (|ii;tMlit('s  (/,  A,  c  cl  v', 
Mil  liiii\cil  des  ('(|ll;ili(iiis 

r  .r,  )-,((,/*,  (■        (),     V  [.r,)-,  (I,  h,  (■'       (),     V  ,x-,y,  a,  l),c]"  ^- o, 
o  a,  b,  f      ■  o     cl     M  o'  (i  +  N  9'  l>]  -+-  L  o'  c'  ^    o. 

(  ir,  cil  i('^;ii-d;iiil  a,  h,  c  coiiiiiic  des  ruiiiiioiis  ilc  .r,  v,  la  roiulion  prune 
de  K    r,  V.  </,  h,  c    sera 

F  a,  r,  fi,  /',  f  ■  -i-  «'  F'/')  -(-  //  F'  /;]  -\-  <:'  F'i  c), 

en  dcniilaiit  >iiii|)lciiieiil  |iar  \"(i  ,  V  Ij  ,  V\c  les  loneliinis  |iiinics  de 
r  .j  .  wiiji.c  |niscs  ndalivciiienl  ii  (/,  l>,c,  regardées  eninnic  seules 
vaiialdcs:  dune  les  deux  é(|naliniis 

V  X,  }•,  II,  II,  c         I)     cl      V   r,j-,  (i,  h,  <•  '       o 

iiii|inileri(iil  eidli'-ei  : 

II'  F'   Il      ;    //  F'  /'    -f-  c'  V'i  c         o. 

I)c  |dii>,  la  rniietioii  |niiiiedc  Fi  .;•,>•,  r/, /;,  cj' sera,  parla  incnie  raisnii, 

J''   X,  )■,(!,  h,  c  " -t-  </'  I'"'  // j  ' -+   //F'|/'   '    :    <•■  1'''^  f  ;', 

en  denutant  de  niciiii-  par  V  n  ' .  V  h  '.  V  c  '  les  runetinns  piiiiies  de 
V  ■»■,  y.  <i,Ikc  '  |iriscs  relalivenieni  ii  c/,  l>,  c,  rci;aidccs  loninie  seules 
Naiialdc.-.  :  et,  eoinnie  ihiiis  la  ri)iiiialiiiii  de  ces  lunelKnis  dérivées  un  vv- 
^'arde  lc>  i|llalilili'>  11 .  h.  c  (•(iinine  ifldi''pelidailles  de  .»■  el  v.  il  e>l  aisé 
de  prniixer,  par  le>  principes  élahlis  daii^  la  I"  l'arlie  n"  7 '1  ,  ipic  les 
riinclKiiis  I''  a  ',  V    II  ',  y    r      >cri)iil    la   incine    eiiiisc   ipic    les   Ionciions 
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[niiiies  des  fonctions  Y \(i),  Y\b),  F'(cj,  prises  relativement  à  a   et  )'. 
Donc  les  deux  équations 

F[x,y,(i,  b,  c  '  =^it     ei     V  x,j-,  a,  b,c]"=o 
eiM[)()rt('ront  encore  nécessairement  cette  aulre-ci  : 

a'  F'(«  i'  +  h'  i"{by  -h  c  F'(f)'=^  o. 
Si  donc  on  coinliiiir  les  deux  écjuaticnis 

F'fa'H-  \  F'(6j  +  ^F'(c)=o, 
^    '       a       ^  '       a 

„,     :,      b'  c'         ,, 

F'i  «  I  -H  -,  F  I  o  ;  -t-  -7  F  I  c  I  ==0 

avec  réijuation 

^  n    '  a 

(lui  résulte  de  ort,  b,  c  =  o,  eu  prenant  les  l'onctions  primes,  on  aura, 

itar  reliniinatiiin  des  ouaulités  —  et  —7  une  etiuation  eu  </.  A.  c  et  .f, 

v,  y,  sans  v",  laquelle  sera  é({uivalente  à  celle  (jii'on  aurait  déduite  îles 
deux  é([uations 

Fix, y,  a,  b,c)"  =::  o     et     M  ©'(a)  +  N  o'(6;  +  L  ©'(c;  =  o 

par  réliniination  de  v".  Ainsi,  il  n'y  aura  plus  (|u'ii  éliminer  (t,  h,  c  an 
moyen  des  équations 

F[x,r,a,  b,c)  =  o,     F{x,);  a,b,  c  '^^  o     et     o  a,  b,c   =zo. 

et  le  résultat  tinal  sera  la  ménn^  é(|iialion  [)rimitive  du  [tremier  oi-dre 

de  ré(|ualion 

o   l',Q,K    =0, 

jatpudle,  ne  cunlenaul  [loiiil,  par  sa   uatiire.  de  C(Uislanli'>  arliitraires. 

ne  pourra  être  (piiine  éipiatiou  |u-iniitivi'  siniiulière. 

Kii  ellet.  si,  pour  simplitier  la   sidution,  lui    commence  par  lii'er  la 

valeur  c  de  ré(|iuilion 

o  rt,  b,  c'  -.^  o. 


•22'.  TllKOKlK   DKS   lONCTlONS. 

l't  (|ii'oii  hi  rciirt'sciitc  par  i   (t,l)  ,  ahiis  la  sdluliuii  so  réduira  à  cliiui- 
lUT  (/,  Il  il        cntii'  les  deux  (•(lualioiis 

F |.r,  )■.«,/',  'i  (//,/);]  =  o,     l'|.r,.>-,  «,  A,  ■;  /',/'■]'  -o 

l'I    le-  lieux  éinia(i(ins  |iiiiiies  de  e(dles-ei.  |uises  i(dalivi'iiieiit  à  a  et 
/'  seuls,  et  divisées  par  rt'.  pioeéde  anald^^iie  ii  celui  du  ii"  IS. 

21.   Km  i;éuéial.  ^i  l'ou  a  une  é(|uali()n  en  r,  v  et  deux  eonslautes  ar- 
liitiaire>  it  el  l>.  (pie  mous  représeuteruns  par 

f  X,  )',  <i.  Il    — ;  (), 

eu  eliniiiiaul  ces  deux  eoiislaiili's  par  le  iMDVeu  des  deux  é(juali(iiis  dé- 
rivées 

/    .r.  y,ii.  l>''  ^    I)     01     f  X,  y,a,b]"  =^  o, 

i>M  aura  une  (''(pialiiui  du  seconil  (Uilre 

V^-;  ... 
ipii  appailiendra  ;i  (ouli's  les  e(uirl)es  représentées  par  l'étpialiun 

f  x,y,a,l>        ". 

eu  donnant  ii  a  el  1/  des  valeurs  (|uele(»ii(|ues,  el  donl.  par  eunséipn'ut. 

eidle-ei  sera  l'éipiatioM  primitive  eouipli'Ie. 

|)unr  idie  apparliriidra  aussi  ;i  la  i-iiurlie  ou  aux  eoui'lies  l'ornH'es  par 

tonte>  i-es  ciinrlies,  et  (]ui  les  envidoppenuil  de  inanii-re  ipTidles  aieni 

avei-  ehaïuiH-  d'elles  un  eonlaet  du  second  oi'dre,  e'est-à-diic  dans  le- 

(juel   les   \',  v'   et  r"  soient    les   UM'ines.  .Mais,    les  (pianliles  «  el   h  elanl 

eonstaute>    dans    elia(|U('    e(Mirlie    envidoppee    el    vaiialdes    dans    les 

courtes  envidop|iantes,  |)(iur  ipie  les  v,  v'  el  v"  soient  les  inénu's  dans 

les  deux  liypolluM's,   il  l'audra  (pie  les  (''(pialions  (roii  (dies  (h'pendenl 

soient  aii>>i  les  mêmes.  Oi,  dans  la  supposition  de  a  cl  h  \arialdcs,  l'é- 

(jualKUi 

/'  x,y,  u,b i  -^  o 
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doniu'  l'équation  prime 

f[x,y,a,  b]'  -h  a'  f'[a)  4-  b'  f'[b]  =  o; 
donc,  pour  que  celte  étjuation  se  réduise  à 
J\x,);  a,  b  '  ^=  o, 
comme  dans  le  cas  de  a  et  b  constantes,  il  faudra  (|ue  l'on  ail 

d'  f'[a)  H-  b'  f'[b]  =  o. 
De  lajnèine  manière,  l'équation 

f'x,y,  a,  b]'  =  o 
donne,  dans  le  cas  de  a  et  b  variables,  cette  équation  dérivée 

f(x,);  a,  b]"  +  n'f[ny  -+-  b'f'\^b]'=o, 
laquelle  ne  peut  se  réduire  à 

f[x,  r,  a,  b'"  =  o, 
comme  dans  le  cas  de  a  et  b  constantes,  (|u'en  supj)osant 

«'/'(flV  -+-  b'f'{by  =:  o. 
Avant  ainsi  les  quatre  é(|uations 

f  ,x,  y,  a,  b   =  o,    f[x,  y,  n,b'^o, 
f»  +  ^^f'[b]=o     el    f'[a)'+~f'[bf  =  o, 

il  n'v  aura  (lu'ii  élitiiiner  r/,  h  et  —.1  et  l^ui  aura  uni'  é(|iiali(Mi   du  imi'- 

uiier  ordre  entre  jt,  y  et  v',  (|ui  sera  celle  des  courbes  ctiveloppanles 
et  (|ui  sera  eu  même  temps  ré(|uati(ni  primitive  siiiiiulicrc  de  l;i  iiirinr 
é(|uatiou  V=  o. 

Ou  voit  par  lit   commeni   la   théorie  des  ecpiatidiis  piimilives  sin;^n- 
IX.  •') 


nu  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

lières  poul  s't'londro  au  second  ordre  et  aux  ordres  supérieurs.  On  voit 
on  même  temps  que  ces  équations  représentent  toujours  des  courbes 
enveloppantes  et  qui  ont  des  contacts  d'un  oidrc  donné  avec  les 
courbes  enveloppées,  représentées  par  Us  (■(lualions  priinilives  com- 
plètes, dans  lesquelles  les  constantes  arhiti'aires  varient  (riinc  ((miiIic 
à  l'antre.  Ceci  peut  servir  de  supplément  et  de  complénicnl  it  la  tliéorie 
des  é(|nations  priniilives  exposée  dans  la  première  Partie  (n"  GO). 
An  reste,  de  même  que  les  quatre  équations  ci-dessus 

f\x,y,  a,  b)  =  o,    /"(x,  r,  a,  b]'  ==  o, 

donnent,   par  l'élimination  de  a,  h  et  —  <  une  éipiation  du  premier 

ordre  en  .r,v  et  v,  ces  équations  donneront  éitalctnciit,  par  réiiiiiina- 

tion  (le  ces  trois  dernières  quantités,  une  e(|nation  en   a,  b  et      ,    (|ui 

reritiMiiiera  les  relations  (|ue  doivent  avoir  entre  elles  les  deux  va- 
riables cl  et  II,  d'oii  l'on  voit  (|ne  ces  (|uanlités,  (|iii  sont  indépendantes 
entre  elles  dans  chacune  des  courbes  enveloppées,  ne  le  sont  plus 
lorsqu'idles  se  rapportent  à  la  courbe  enveloppante.  On  trouvera  des 
résultats  semblables  pour  les  équations  et  les  courbes  des  ordres  supé- 


22.   Supposons  qu'on  demande  la  courbe  (jui  aura  dans  cbacun  de 
ses  points  un  contact  du  second  ordre  avec  un  cercle  re|)résenté  par 

l'équation 

[x-aY-+[y-bY^c-, 

et  dont  les  éléments  du  contact  a,  b,  c  iiiciit  eiilii'  eux  la  relation  dé- 

li-rmiiiée  par  l'équation 

o[a,  h,  f)  =  o. 

La  marcbe  naturelle  pour  résoudre  ce  |)iobl('Mie  sciait  de  substituer 
dans  cette  é(piatioii  les  valeurs  des  élénu'iits  ci,  h,  c  ti'ouvées  plus  liant 
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(n°  11  ),  ce  qui  donnerait  une  équation  du  second  ordre,  d'uù  il  faudrait 
remonter  à  l'équation  primitive. 

Mais,  sans  chercher  cette  équation  du  second  ordre,  on  peut  d'abord 
conclure,  de  ce  que  nous  venons  de  démontrer,  que  l'on  aura  son  équa- 
tion primitive  complète  en  supposant  les  quantités  a,  b,  c  constantes, 
ce  qui  redonnera  la  même  équation  au  cercle.  On  en  conclura  ensuite 
que  la  même  équation  admettra  aussi  une  équation  primitive  singulière 
du  premier  ordre,  qu'on  obtiendra  en  faisant  varier  les  quantités  a,  b,  c 
de  manière  que  les  équations  primes  et  secondes  de  l'équation  au 
cercle  soient  les  mêmes  que  si  ces  quantités  étaient  regardées  comme 
constantes,  et  que  cette  équation  primitive  représentera  alors  la  courbe 
ou  les  courbes  formées  par  la  réunion  de  tous  les  cercles  représentés 
par  la  même  équation,  c'est-à-dire  qui  envelopperont  ou  embrasseront 
tous  ces  cercles. 

Cette  équation  sera  donc,  par  les  principes  établis  ci-dessus,  le  ré- 

b'     c' 
sultat  de  l'élimination  des  quantités  a,  b,  c  et  —>   —  entre  les  trois 
^  a      a 

équations 

[^  —  a]'--h  [y  —  b]'-^  c-,     X  —  a-~y\y — 61  =  o,     o(a,  fe,  c'=o, 

et  les  équations  primes  de  celles-ci,  prises  relativement  aux  seules  va- 
riables a,  b,  c,  savoir 

^'    f            L'         C''                  ^       ■                    -       V         f'       ,j  L^         (■'  > 

X  —  a~ r—b     =  — ;-}        1-1 )■   =:  O,        OI«     H ;  o'(O)  H -C/,fl=:0. 

«     ■  a  a'  '  .  V    /        ^'  .  \    /        ,,<  .   i    ; 

Mais,  comme  cette  équation  en  x  et  v  pourrait  se  présenter  sous 
une  forme  assez  compliquée,  il  sera  plus  simple  de  chercher  à  déter- 
miner les  valeui's  mêmes  de  x  et  v  par  une  troisième  variable. 

Pour  cela,  on  éliminera  d'abord  >-'  au  moyen  des  doux  équations 

j   .j  ,  a-' 

on  aura  celle-ci, 

a"y~b> 

X  —  a  —  —r-, =  o. 
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(|tii,  ('laiit  l'oiiihinée  avec  la  première, 

^j-  — a)-+  [y—b)-=c"-, 

iliiniiera  sur-le-ehamp 

ca'  ,  cl)' 


\la"-+b'-  \là'-  +  b'- 

Dc  plus, si  l'on  substitut'  ces  mêmes  valeurs  de  a;et  vtlaus  ré(|ualii)n 

b'  , .       ce' 

a  ^•'  a 

on  aura  celle-ci, 


c'=  ^â"-4- 6"-, 

la(|iiclli',  étant  combinée  avec  l'écpiation 
o(«,  /',  c)  =;o 

ilnnnéc  par  le  probU'mc,  servira  à  délermiiier  deux  des  dois  variables 
a,  b,  r  j)ar  la  troisième,  moyennant  (pioi  les  valeurs  de  x  et  v  seront 
aussi  exprimées  par  cette  seule  variable. 

23.  Comme  les  quantités  a  et  è  sont  les  coordonnées  de  la  courbe 
qui  est  le  lieu  de  tous  les  centres  des  cercles  osculateurs  (n°  9),  si  l'on 
suppose  cette  courbe  donnée,  on  aura  une  é(|uation  entre  a  et  />  par 
la(|uelle  nn  pourra  déterminer />»  en  «.  Soit  donc 


i'  =  a'(p'(a),     el  do  là     f'  =  a'\/i  +  [9'^«)]-. 

Ainsi,  en  désijîuant  par  A  la  l'onction  primitive  de  «'y' i -H- ['/(rt  )  l''.  "" 

aiii'a 

c  =  \-h  h, 

h  étant  une  constante  arbitraire;  ces  valeurs  de  b  et  c  étant  substituées 
dans  les  expressions  de  .r,  v,  on  aura  la  courbe  cliercbée. 


SECONDE  PARTIE.  -  CHAPITRE   IV.  2-2!» 

Nous  remarquerons  niaiiitonant  (|ue,  qiu'Ue  que  soit  la  couihc  ilf> 

centres,  l'équation 

c';=  y  a'--t-  6- 

tait  voir  que  le  rayon  c  est  égal  à  l'arc  de  cette  courbe  [voir  ci-apri's 
le  n°  29),  de  sorte  que,  si  l'on  nomme  5  cet  arc,  on  aura 

c  =1  s  -r-  h. 

Nous  remarquerons,  de  plus,  que  le  rayon  c  sera  nécessairement 
tangent  à  la  même  courbe,  car  l'angle  (|ue  la  tangente  de  cette  courbe 

tait  avec'l'axe  a  pour  tangente  la  ([uantité  —  (n"  7),  et,  comme  le  layon 

du  cercle  osculateur  est  perpendiculaire  à  la  courbe  dont  les  coor- 
données sont^et  r(n°  8),  la  tangente  de  l'angle  qu'il  fait  avec  l'axe 

sera  ;  n°  7)  —  —  =  — i  en  vertu  de  l'équation  i  -\ — '—  =  o,  et  par  con- 
séquent la  même  que  celle  de  la  tangente  à  la  courbe. 

Mais,  quoique  cette  propriété  soit  démontrée  de  cette  manière,  il  est 
bon  de  faire  voir  qu'elle  est  une  conséquence  nécessaire  de  l'analyse 
employée  dans  la  solution  de  la  question.  Pour  cela,  nous  reprendrons 
les  deux  premières  équations 

(x  —  a)- -h  (X  —  b]'-  =  c-     ef-  X  —  «  -f-^ij—  l>)  =  o, 

l('S(|uelles  donnent 

c  y'  .  c 

a^^x •  el    o  =  rH —  1 


et  nous  observerons  que  ces  expressions  de  a  et  h  peuvent  représenter 
à  la  fois  les  coordonnées  de  la  perpendiculaire  à  la  courbe  dont  .r  et  v 
sont  les  coordonnées,  en  regardant.r  ety  comme  constantes  et  c  comme 
une  variable,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans  le  n°  8,  et  les  coordonnées  de  la 
courbe  des  centres,  en  regardant  x  et  v  coninu-  variables  et  c  comnii' 
donnée  en  x  et  y  (n"  9). 

Donc  la  perpendiculaire  dont  il  s'agit  sera  tangente  de  cette  dernière 
courbe  si  la  fomlion  prime  de  b,  regardée  comme  fonction  de  a,  est 
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la  même  pour  la  ciroilo  et  pour  la  eourbe  (n°  10),  ou,  en  i;fnci;il,  si 
les  valeurs  tle  o'  et  de  //,  regardées  comme  fonctions  d'une  troisième 
variaidc.  sont  les  mêmes,  et  par  conséquent  aussi,  si  les  valeurs  de  — 
et  —  sont  les  mêmes,  soit  (|ue  les  (|uantités  .r  et  v  soient  traitées 
comme  variables  ou  non,  c'est-à-dire  si  dans  ces  valeurs  les  parties 
dépendantes  des  variations  de  x  et  y  sont  nulles;  or  c'est  ce  qui  a  lieu 
en  ell'et,  comme  on  le  voit  par  les  écpiations  de  I";irtirlc  [)récédent, 

a! \x  —  a) -^  b' [y  —  b)  ^=  ce'     et    n'+b'y'=o, 

(]ui  servent  à  la  détermination  de  —,  et  de  —■>  et  (jui  sont  les  é(|uation> 
primes  de 

[x  —  a)- -{- [y  —  b  ]- =z  c-     cl     x -h  a  —  y' [y  —  b)  =^  o, 

en  y  traitant  x  et  v  comme  constantes,  et  a,  h  comme  seules  va- 
riables. 

Donc,  pnis([ue  le  rayon  oscnlalciir  (rime  couihe  est  partout  tangent 
à  la  courbe  des  centres  et  est  en  même  temps  égal  à  l'arc  de  cette 
courbe,  il  s'ensuit  qu'il  peut  être  pris  |)our  ce  même  arc  étendu  en 
ligne  droite,  et  (|u"ainsi  tonte  courbe  peut  être  regardée  comme  formée 
par  le  développement  de  celle  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cercles 
osculateurs.  C'est  en  quoi  consiste  la  tbéorie  des  développées  d'Huygens, 
qui  n'avait  été  déinontrée  que  par  des  considérations  géométriques, 
l/analyse  précédente  fournit  en  mémo  temps  l'exidication  d'un  para- 
doxe qui  se  présente  lorsqu'on  cbercbe,  par  les  formules  connues,  la 
courbe  formée  par  le  développement  d'une  courbe  donnée. 

Si  l'on  substitue  dans  l'équation  de  cette  courbe  les  expressions  de 
ses  coordonnées  a  et  b  en  x,y, y'  et  y",  ou  a  évidemment  uiu-  équation 
du  second  oidre,  d'où  il  parait  s'ensuivre  (|iie  re(|uation  en  x  et  y  de 
la  courbe  cliercliée  devrait  contenir  deux  constantes  arbitraires,  tandis 
que  la  génération  de  cette  courbe  par  le  dév(dop|)ement  de  la  courbe 
donnée  n'admet  (|ii'nne  seule  constanli'  arbitiaire  dépcndiinl  du  point 
où  commence  le  développement. 
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La  raison  de  cette  dilTénMice  consiste,  comme  nous  venons  de  le  dé- 
montrer, en  ce  que  l'é(jualion  de  la  courlte  enijendrée  par  le  dévelo|i- 
pement  est  proprement  rr(|u:itiiui  primilivc  complète  d'une  équation 
du  premier  ordre  qui  n'est  elle-même  que  l'éijuation  primitive  singu- 
lière de  l'équation  du  second  ordre,  donnée  par  les  conditions  du  pro- 
blème et  qui,  par  sa  nature,  ne  peut  point  avoir  de  constante  arbi- 
traire, de  sorte  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'une  constante  arliitiaire.  à 
raison  de  la  première  équation  primitive. 
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CHAPITRE  V. 

DES  PLUS  GRANDES    ET  DES  MOINDRES  VALEURS  DES  EONCTIONS  d'uNE  VARL\BLE. 


24.  11  V  a  un  genre  de  questions  qui,  quoique  indépendantes  de  la 
considération  des  tangentes,  peuvent  néanmoins  s'y  rapporter:  ee  sont 
celles  qu'on  appelle  de  maximis  et  minimis,  et  qui  consistent  à  trouver, 
pour  une  fonction  donnée  d'une  variable,  la  valeur  de  celte  variable 
qui  rend  celle  de  la  fonction  hi  plus  i^rande  ou  la  plus  petite.  Coninic 
les  courbes  ne  sont  que  la  représentation  ou  le  tableau  de  toutes  les  va- 
leurs de  la  fonction  de  l'abscisse,  représentée  par  l'ordonnée,  il  est  vi- 
sil)lc(iuc  la  question  de  trouver  la  plus  grande  ou  la  |)lus  pelile  valeur 
iruiic  loiiclion  donnée  d'une  variable  revient  à  déterminer  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  ordonnée  de  la  courbe  dont  cette  variable  sc- 
iait l'abscisse  et  la  fonction  donnée  serait  l'ordonnée. 

Or  l'inspection  seule  de  la  courbe  suffît  pour  faire  voir  que  ces  or- 
données ne  peuvent  être  que  celles  qui  répondent  aux  |)oiuls  dont  les 
langenles  seront  parallèles  ii  l'axe  des  abscisses.  Si  la  courbe  est  con- 
vexe il  l'axe,  l'ordonnée  sera  alors  évidemment  un  miiiimuin,  cl,  si  la 
idurbe  est  concave,  l'ordonnée  est  un  maximum. 

Nous  avons  vu  (n"  7)  que  la  tangente  de  l'angle  (pu'  la  langenle 
d'une  courbe  fait  avec  l'axe  est  exprimée  en  général  par  v,  y  étant 
l'ordonnée  (|ue  l'on  suppose  fonction  de  l'abscisse  x;  donc,  pour  que 
celle  tangente  devienne  parallèle  à  l'axe,  il  faut  ()ue  l'on  ait  y'=o; 
or,  si  l'on  fait  y'=  o  dans  les  expressions  des  coordonnées  a  et  h 
n"  9  ,  (pii  délei'miiieiii  le  lieu  du  centre  du  cercle  osculateur,  on  a 

■  I 

J        y 
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d'où  l'on  voit  (jue,  si  y  est  une  quantité  positive,  ce  contre  tombera 
au  delà  de  la  courbe,  (jui  sera  par  conséquent  convexe  vers  l'axe,  et 
que,  siy  est  une  quantité  négative,  le  même  centre  tombera  eu  deçà 
de  la  courbe,  c'est-à-dire  du  côté  de  l'axe,  et  que,  par  conséquent,  la 
courbe  sera  alors  concave  vers  l'axe.  Donc,  la  fonction  y  sera  un  maxi- 
mum ou  un  minimum  lorsque  sa  fonction  prime  y'  sera  nulle,  et,  eu 
particulier,  elle  sera  un  minimum  lorsque  la  fonction  seconde  y  sera 
en  même  temps  une  quantité  positive,  et  un  maximum  lorsque  /'  sera 
une  quantité  négative  :  c'est  en  quoi  consiste  la  métbode  connue  de 
maximis  et  minimis. 

25.  Mais  il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  comment  cette  métbode 
peut  se  déduire  directement  de  l'analyse  des  fonclinns  sans  la  consi- 
dération intermédiaire  des  courbes. 

Soit  /  .r  la  fonction  de  x  dont  on  demande  le  maximum  ou  le 
minimum.  Soit  a  la  valeur  de  .r  ([ui  répond  au  maximum  ou  au  mi- 
nimum; il  faudra  que  la  valeur  deyi^rt)  soit  toujours  plus  grande  ou 
toujours  moindre  que  la  valeur  de /(«4-i),  quelle  (jue  soit  la  quan- 
tité i,  positive  ou  négative,  et  quelque  petite  qu'elle  puisse  être.  Je 
dis  quelque  petite  que  la  quantité  i  puisse  être,  car  une  quantité  est 
censée  devenir  un  maximum  ou  un  minimum  lorsqu'elle  parvient  au 
terme  de  son  accroissement  ou  de  sa  diminution,  de  manière  (|u'en 
deçà  et  au  delà  de  ce  terme  elle  se  trouve  moindre  dans  le  cas  du 
maximum  ou  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum  (|ue  dans  le  même 
terme.  Concevons  x  à  la  place  de  a;  la  condition  du  maximum  sera 

f[x^i]<f[x),     ou    /(^  +  /)-/(^)<o, 
et  celle  du  minimum  sera 

J\x  +  i]>f{x],     ou    /(.r  4- /    — /(a;)>o, 

quelque  petit  que  soit  i,  positif  ou  négatif. 

Développons  la  fonction/!  .r-f- tj  en  série  |)ar  nos  formules    n"  -iO, 
I'*  Partie),  et  arrêtons-nous   d'alior-d   aux  deux   premiers   termes;   on 
IX.  3o 


23i 

:iiii';i  ainsi 
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/(•'•  +  '1  =/(^)  +  '■/»  -t-  -^f'\x+j). 


/  claiil  niic  (|iiiiiititi'  reiit'crmi'c  riitro  les  limilcs  o  cl  /.  Il  l'iiiidra  donc 
(jiic  l'on  ail 

i  f'[x]  ^ /"\X  -+-J)  <Co  pour  le  maximum  cl  >•  n  iiour  le  niiiiinium. 

Or  nous  axons  ilcjii  vn  (n"  3)  (]nc  l'on  ])cnl  prendre  /  assez  petit 
|ionr  (|iu'  la  valenr  alisolne  dn  lerrne  i/"\  .r  soil  plus  i;rande  (pn'  celle 
(lu  ternie  —y"(  a  -f-y,  ce  ([ni  elanl  viai  |ioni'  une  valeni'  de/  aina 
lien  anssi  pour  tontes  les  valeurs  de  /  pins  peliles;    donc    la  (juantih' 

deviendra  alors  jtosilive  ou  n(''i;alive,  suivant  (pu'  la  (pKinlit(''  i/\-v)  le 
sera.  .Mais  c(dle-ci  change  de  signe  avec  la  (pnintite  /;  donc  il  sera 
iinpossil)lc  (pu-  la  condition  du  niaxiniuni  ou  du  rninininin  ait  lieu,  à 
moins  (pu'  l'on  n'ait  y"i  .ri  ;:=  o. 

Pren(nis  maintenant  dans  le  (h'veloppeinent  de /^.r  + /)  un  ternu- 
de  plus;  nous  aurons 

fx-hi)  ^/(x]  +  if'[x]  -+-  -^f"[x)  -4-  -^^.f"\^^j)i 

donc,  à  cause  (ley"\a'^  ^=  o,  il  l'audra  (pu'  Von  ail 

—f"[x]  M 5./"r*^  "'-y)  <Co  pour  le  nuixiimim  cl  >•  "  pour  le  niiiiinnim. 

On  peu!  aussi  prendre  /  assez  petit  pour  (pU'  la  \aleiir  al)S(dne  du 
terme  —./"(•»)  soit  plus  grande  (|ue  c(dle  de  ;^  v/^  t,t'+y);  ;>lors  la 
{pninlit('> 

sera  positive  ou  ni'galive,  suivant  (pu'  celle  de      f"\-i' )  li'  sera.  Donc, 


SECONDE   PARTIE.  -  CIIAl'lTKE   V.  23."; 

puisque  la  valeur  de  i-  est  toujours  positive,  il  faudra  i\m-  l'on  ait 

f"\^\  <^»  |)Our  le  maxiimun  el/"  .r"">o  pour  le  miiiimuni. 

Si  \\\\\  l'ail  /■' j;  =  o,  alors,  l'éprenant  le  develdppenient  de  /  .z-i- /' 
et  eniplovanl  un  terme  de  plus,  on  aurait 

f[x+i]  =/(.r)  +  if'[x)  +  'if"[x)  +  .^.r(^)  +  -j.-4/";^  -y:  ; 

done,  puisqu'on  suppose /'(ai  =  o  vl  J'\a-)  =  o,  on  aurait  pour  le 
maximum  la  eondition 

el  pour  le  minimum  la  eondition  opposée.  Or  on  peut  prendre  /  assez 
petit  pour  (pie  la  valeur  absolue  du  terme  — 5,/\j'j  surpasse  celle  du 
terme — ^-^ /";.i'-i-/ ,;  alors  la  valeur  de 

.  .  i' 

sera    positive   ou   négative,  suivant    ((die   de    — î./V':")-   ^I'''s  celle-ei 

(dianije  de  signe  avee  la  (juantité  /  ;  done  il  sera  impossible  que  la 
eondition  du  maximum  (Ui  du  minimum  ait  lieu,  ;i  iiKiiiis  (|ir(ui   n'ait 

f"\-r\  =  o. 

Employons    eneore    le    ternie    suivant   dans   le   dév(doppement   de 

fy.r  +  /■  ;  on  aura 

f,X  -f-  /)  =f[x]+  ifx     H-   '-f'\x)  +  l-r^f'\x)+  -^/-'(i-)  +  _J^/'  [x  -4-7', 

et  les  ediidilidiis  du  miiiiiiiiim  ou  du  iiiaxiiiiiim  iie\ieiidr(Uil 

il  cause  de /''(a-)  ^  o,y"(.r)  =  o  et /""(^.r)  =  o.  Ou  prouvera  ici,  comme 
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|»lus  liant,  (iiic  l'on  pouii'a  pirnilro  ?  assez  petit  pour  (pie  le  terme  al- 
fecté  de  /',  |)ris  ahsohiiiieiit,  e'est-à-ilire  ahslractioii  laite  du  sii^iie, 
devienne  plus  j,'iatul  (jue  l'autre  terme  alTeeté  de  r\  et  (jue,  par  eou- 
sé(|uent,  la  somme  des  deux  termes  soit  néeessairement  positive  ou 

ncKalive,  selon  (lue  le  terme  — ^— ^/'"f.r'i  le  sera.  D'où    il   est  aisé  de 

eonelnre,  à  cause  (|ue  /'  est  toujours  une  (|uautité  positive,  ([u'il  l'au- 
dra  (jiie  l'on  ait 

y"'  jfi  <^o  pour  le  maximum     el    f'''\x]'^o  pour  le  miniinum, 

et  ainsi  de  suite. 

26.  Donc,  en  i^énéral,  si  v  est  une  fonetion  quelconque  de  .r,  on 
aura  d'ahord,  pour  It;  maximum  ou  le  minimum,  la  condition  v'=  o, 
laquelle  donnera  la  valeur  de  .r,  ensuite  v"<;o  ou  >-o,  ce  qui  s'ac- 
corde avec  ce  que  nous  avons  trouvé  ci-dessus  (n°  24).  Mais  nous  ve- 
nons de  trouver  de  plus  ipie,  si  v"=o,  il  faudra  que  l'on  ait  aussi 
en  même  tem|)s  v  =  o,  ensuite 

.T"'<  o  pour  le  iiKiximuiii     cl     )•">  o  pour  le  minimum; 

et  ainsi  de  suite.  En  iténéial,  si  une  l'onction  dérivée  d'un  ordre  (|uel- 
coiupie  pair  disparait,  il  faudra  ((ue  la  l'onction  de  l'ordre  impair  sui- 
vant disparaisse  aussi,  et  que  la  suivante  de  l'ordre  pair  soit  négative 
pour  le  maximum  et  positive  pour  le  iiiiuiMinm. 

Si  la  fonction  >'  n'est  donnée  (|ne  |)ar  une  ('(luation 

l' [x,r]  -~  o, 

il  n'y  aura  cpi'à  prendre  ré(|uation  prime 

l't  l'aire  v'=o,  ce  (|iii  la  réduira  à  celle-ci, 

F  (JTJ  =  o, 

la(]|uellc,  coml)iné((  avec  F(j-,  v)  =  o,  servira  à  déterminer  les  valeurs 
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(Ic  .r  et  V  n'pondant  au  maximum  ou  au  minimum.  Ensuite  ou  prciidr;! 
l'iMliiatiDn  scrniulc,  et,  Caisaut  de  iiiéme  1''=  o,  on  aura  la  valeur 
lie  ^'".  dans  huiuelle  on  substituera  les  valeurs  trouvées  de  .r  et  v,  el 
l'on  pourra  jui^er,  par  eelte  valeur,  du  maximum  ou  du  minimum;  et 
ainsi  de  suite. 

Si  la  l'onetion  y"  ou  fijc)  devenait  infinie,  c'est-à-dire  si  -„  =^  o,  ce 

serait  une  marque  que  le  développement  d('/[.r-i-i  i  contiendrait,  pour 
la  valeur  trouvée  de  x,  un  terme  de  la  forme  Ai'",  m  étant  entre  i  et  2 
in"  30,  I"'  Partie  ;  et,  en  considérant  la  rninlic  de  l'équation  y=y( a;), 
on  pourrait  connaître,  par  la  forme  de  son  cours  dans  le  point  donné, 
si  la  fonction  T  est  un  maximum  ou  un  minimum  n°  24  \  On  pour- 
rait même  donner  pour  cela  des  règles  générales,  mais  qui  nous  écar- 
teraient trop  de  notre  objet. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  'a  donner  des  exemples  des  règles  pré- 
cédentes pour  la  détermination  des  maxima  el  niiniiua;  comme  elles 
s'accordent  en  tout  avec  celles  que  l'on  connaît  d'après  le  Calcul  dif- 
férentiel, on  pourra  en  faire  les  mêmes  applications.  Il  n'y  aura  (pi'ii 
cbanger  les  symboles 
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CIIAPITKE  M. 


I>l-;  LA  Ml.Sl  liE  DES  AIKES  ET  DE  LA  LOMllEl  li  DES  AI'.CS  DANS  LES  COIRIIES  PLANES. 
DE  LA  .MESLHE  DES  SOLIDEIES  ET  DE  CELLE  DES  SIIUAOES  DES  CO-NOÏDES. 
i'KLNC.II'E    GENÉKAL    DE    LA    SOU  TIDN    ANALYTIOIE    DE    CES    QIESTIO.NS. 


27.  Je  viens  maintenant  à  la  (leterininalion  di's  aiies  des  courbes, 
<|u'i)n  a|)|)elle  coinnuménient  quadniliirc  des  courbes.  (Considérons,  en 
i^énéral,  la  conrhe  représentée  par  l'e(|natioh 

r=/(^). 

V  élaiil  rorildiiiiée  reclaiiiinlaire  coii'csiHiMdaiilc  ii  l'aliscissc  .»-,  dont 
elle  est  une  l'onction  donnée.  L'espace  terminé  par  cette  courbe,  par 
l'axe  des  abscisses  et  par  une  oi'doiinée  (|uelcon(jue  t  sera  donc  aussi 
dcleiiiiiné  par  une  l'onction  de  la  nicmc  abscisse  .r,  (jue  nous  désii;iie- 
rons  par  Fu;.  Supposons  que  a- devienne. r -h  /  ;  cette  (bue  t  ion  deviendra 
¥'x  +  i),  et  il  est  clair  que  F(>-t-  i)  —  Y{x)  sera  alors  la  |)ortion  de 
l'espace  correspondante  ;t  la  parlic  /  de  l'axe  cl  lciiiiiii(''c  par  les  deux 
ordonnées  f\x)  Q\f[x-\-i}  ré[»ondaiiles  aux  abscisses  x  cix-\-i.  Or, 
(pielle  (|ue  soit  la  courbe  prop(Jsée,  il  est  aisé  de  se  convaincre,  même 
sans  bi^ure,  (|ue,  si  les  ordonnées  vont  en  aui;nicntatil  ou  en  dinii- 
nuanl  depuis  /.rj  jusqu'à  y"^.r+ «j,  l'espace  dont  il  s'ai^il  sera,  dans 
le  premier  cas,  plus  grand  que  l'espace  rectangulaire  if[x)  et  moindre 
que  l'espace  rectangulaire  i/l.v-+i),  et,  dans  le  second  cas,  plus  grand 
(pu-  ce  dcfuier  cl  moindre  (|ue  le  premier.  Donc  il  sera  toujouis  né- 
cessaircmenl  icntcriiié  cuire  ces  limites  i  fx)  et  //( -t'4- /:,les(Hielles 
seront,  par  conséquent,  1rs  limites  de  la  (|uaiilité  l'{x  +  i)  —  V[x}  qui 
doit  représenter  ce  même  espace. 
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Développons  les  ronctions/i.r  + /;  pt  F;.i-  +  /j  siiivatil  noti-c  lormiilc 
(n°  40,  1""  l'artie),  cl  am'loiis-iious  au  premier  terme  pour  la  pre- 
mière et  aux  lieux  premiers  poui'  la  seconde;  on  aiu'a 

f[x  +  i)=f[x)  +  if'[x-^j] 
et 

T[x  H-  /■;  =  V[x]  ~  i  V'[x'  ~ l-"[x  -t-j], 

OÙ  y  est  une  quantité  indéterminée  (|ui  |)eul  n'être  pas  la  même  pour 
les  deux  fonctions,  mais  (|ui  doit  toujours  être  renfermée  entre  les  li- 
mites o  et  /.  Il  faudra  donc  (|iie  la  fonction  F(.r    soit  telle  que  la  (|uau- 

titéiF'y^jH — F'V-f+y)   soit    renfermée   euti'e   les   limites   i/ .v     el 

if[jc)  +  i-/'{x-Jrj,  (pu'lle  que  soit  la  valeur  de  /,  et  par  eousé(|uent 
en  prenant  i  aussi  petit  qu'on  voudra.  Or,  l'intervalle  entre  les  deux 
limites  étant  i-f'(.r+j\,  la  dinërence  de  la  quantité  dont  il  s'agit  et 
de  l'une  di's  limites,  savoir 

devra  être  moindre  (juc  i'/'^x  -\-j:,  abstraction  faite  des  signes  de  ces 

quantités.  Mais  il  est  aisé  de  prouver  que  cette  condition  ne  peul  avoir 

lieu   pour  une   valeur  de  t  aussi  petite  (ju'on  voudra,  à  moins  (|ue  le 

terme  affecté  de  «  ne   disparaisse;  car  autr<Mncnt  ou  ponira  toujours 

prendre  /tel  que  la  première  (piautilé  soit  plus  grande  que  la  seconde, 

,.,        ,„                  ...              .                       F'(jr)  —  fl-r)  ,. 

puisiin  il  snilira  (lue  /  soil  idiis  pclil  (lue  7;- — — -r- f^ — -^-   On 

aura  donc  nécessairement 

r{x)=--f{x], 

et  cette  condition  snilira  |n»iii'  la  dclcrminalimi  de  la  l'oiicliou  F(a;), 
piiisipie  Von  voit  (lu'elle  ne  sera  antre  chose  que  la  loncliiui  primitive 
de/i.r  . 

Donc,  en  général,  la  foinrKiu  |uiiiic  de  la  lonclion  (|ni  exprime 
l'aire  d'une  courlic  par  l'ahscissc    est    la    foiictiiui  qui  repicscnle  l'iu'- 


■2i0  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

(loniu-e  tlf  relie  lourbe,  et,  réciproqucinont,  la  fonction  (ini  exprime 
l'aire  ne  peut  »Hrc  que  la  l'onction  primitive  de  celle  (pii  ex|»iime 
l'orilonnée.  Ainsi,  l'équation  d'iine  courlie  elaiil  donnée,  pour  avoir 
l'exiJression  (!<'  l'aire,  c'est-ii-diii'  la  (|ua<halure  de  ht  courlie,  il  n'y 
aura  qu'à  ehercdier  la  fonction  primilivc  de  celle  (jui  représente  l'or- 
donnée, et  l'on  pourra  ajouter  ii  celte  fonction  primitive  une  constante 
arbitraire  (n"  49,  I'"  Partie),  (|u'on  delermineia  ])ar  la  condition  ([ue 
l'expression  de  l'aire  devienne  nulle  au  point  où  \\)\t  voudra  la  faire 
commencer. 

.Nous  avons  supposé,  dans  l'analyse  précédente,  que  les  ordonnées 
allaient  en  augmentant  ou  en  diminuant  dcpuis/(x)  jusqu'à/(ar +  i): 
cette  condition  n'aurait  pas  lieu  s'il  y  avait  entre  ces  deux  ordonnées 
un  maximnni  ou  un  minimum;  mais,  comme  on  peut  prendre  l'inter- 
valle /  aussi  |)elit  (pie  l'on  veut,  il  est  clair  (|u'on  |iourra  toujours 
faire  tomlier  la  seconde  ordonnée  /i^ a;  +  «')  en  deçà  du  niaxiniuin  ou  du 
minimum,  cl  (pie,  par  conséquent,  la  conclusion  que  nous  en  avons 
tirée  demeurera  toujours  la  même. 

Si  la  fonction  f[3c)  exprimait  l'aire  de  la  section  d'un  solide  faite 
perpendiculairement  à  l'abscisse  a-,  on  [irouverail  de  la  même  manière 
(|ue  la  s(diililé  sci'ait  exprimée  par  la  fonction  primitive  de/(,i).  (]ar, 
désignant  |)ar  V{x)  la  solidité,  la  dilférence  Y{x  -+-  i)  —  V{x)  exprime- 
rait la  portion  du  solide  comprise  entic  les  deux  sections /(a;  +  «)  et 
f{x),  et  cette  p(utiou  serait  nécessairement  intermédiaire  entre  les 
deux  solides  prismatiques  if[x)  et  if[x  -\-  i),  en  prenant  la  quantité  / 
aussi  petite  qu'on  voudrait;  d'où  l'on  conclurait,  comme  ci-dessus, 

I''i^)=./"i^')- 

Ainsi,  en  faisant  tourner  une  courbe  autour  de  l'axe  des  x,  on  a  un 
conoide  dont  la  section  perpendiculaire  à  l'axe  et  répondante  à  l'ab- 
scisse X  est  un  cercle  (lu  ravoii  y  et  dont  l'aire  est  ''  —  5  où  -  est  la  cir- 

■>. 

conférence  du  cercle  dont  le  rayon  ^^\.  Ur,  par  la  nature  de  la  courbe, 
on  aj=/(.r);  donc  l'aire  de  la  section  sera  T,~\f[-i')\',  et  la  solidité 
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F(-r'j  du  cououle  sera  donnée  par  la  fonction  prime 

28.  Le  problème  de  la  (juadratuie  des  courbes  est,  comme  l'on  voit, 
le  problème  le  plus  simple  de  l'analyse  inverse  des  fonctions,  puisqu'il 
ne  consiste  qu'à  trouver  la  fonction  primitive  d'une  fonction  donnée. 
Nous  avons  indicjué  dans  la  première  Partie  (cliap.  A'iil)  les  moyens 
par  lesquels  on  peut  faciliter  cette  recherclie;  nous  ajouterons  ici  une 
observation  essentielle. 

Comme  il  est  souvent  avantageux  de  substituer  d'autres  variables  à 
la  place  de  celle  qui  entre  dans  la  fonction,  pour  simplilier  ou  décom- 
poser cette  fonction  en  d'autres  plus  simples,  il  ne  faudra  pas  oublier 
alors  de  multiplier  la  fonction  dont  il  s'agit  par  la  fonction  prime  de  sa 
variable.  En  etfet,  nommant  u  l'aire  de  la  courbe  dont  v  est  l'ordonnée, 
et  regardant  j  et  u  comme  fonctions  de.r,  nous  venons  de  voir  que  l'on 
a  m'=  y;  mais,  si  l'on  suppose  a;  fonction  d'une  autre  variable,  et  qu'on 
désigne  par  .r'  et  u'  les  fonctions  primes  de  ce  et  u  prises  relativement 

à  cette  nouvelle  variable,  il  faudra  substituer  —  à  la  place  de  u  (n°  50. 
I"'  Partiel,  ce  qui  donnera  u'=yx';  et  ainsi  d(;s  autres  formules  sem- 
blables. 

Au  reste,  connue,  suivant  le  Calcul  dillerentiel,  u  est  équivalent  à  -j-, 

l'équation  u'—y  donne 

Jii  z^y  (Ix, 

et,  intégrant, 

u=fydx, 

formule  connue  pour  la  (puidrature  des  courbes. 

29.  Après  le  problème  de  la  (luadrature  des  courbes,  se  jjrésente  na- 
turellement celui  de  leur  reclitication,  c'est-à-dire  de  la  delerminaliou 
de  la  longueur  même  de  la  courbe. 

Nous  partirons,  [)our  la  solution  de  ce  pr(d)lèine,  du  principe  d'Ar- 
chimède,  adopté  par  tous  les  géomètres  anciens  et  modernes,  suivant 
IX.  3i 
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Ic(|iifl,  deux  lignes  courbes  ou  composées  de  droiles  ayant  leurs  eoiica- 
vilés  tounu'-es  du  inènie  côté  et  les  iiièuies  extrémités,  celle  (|ui  ren- 
lerme  l'autre  est  la  plus  longue,  d'où  il  suit  ([u'un  arc  de  courhe  tout 
concave  du  même  côté  est  plus  grand  que  sa  coi'dc  et  en  même  temps 
moindre  (|m'  la  somme  des  deux  tangentes  mem-es  aux  deux  extrémités 
de  l'arc  et  comprises  entre  ces  extrémités  cl  leur  point  d'inlersectiou. 
De  là  on  peut  tirer  celte  autre  consé((uence  qui'  la  longueur  du  même 
arc  se  trouvera  comprise  entre  celles  des  deux  tangentes  menées  à  ses 
deux  extrémités  et  terminées  aux  deux  ordonnées  qui  répondent  à  ses 
fxli'émités,  prolongées,  s'il  le  faut,  au  delà  de  la  courbe. 

K\\  ellét,  ayant  mené  la  corde  qui  joindra  les  deux  extrémités  de 
l'arc,  il  est  aisé  de  voir  que  l'une  des  deux  taugenles  rencontrera  les 
ordonnées  parallèles  sons  un  angle  plus  aigu  (|ue  la  corde  et  ipu'  l'autre 
les  rençonti"(>ra  sons  un  angle  moins  aigu,  et  (|ne,  par  conséipuMit,  la 
corde  sera  moindre  que  la  première  de  ces  tangentes  et  plus  longue 
(|uo  la  seconde;  donc  celle-ci  sera,  à  plus  f'oite  raison,  moindre  (pie 
l'arc  de  la  courbe.  De  plus,  si  l'on  considère  les  deux  li'iani^les  op|)osés 
au  s(nnmet  et  Ibrmés  par  rintcrsection  des  deux  tangentes,  il  est  vi- 
sible (pu'  les  deux  parties  de  la  première  tangente  seront  respective- 
ment |)lus  Ioniques  (pie  celles  de  la  seconde,  jiarce  (pu'  les  c()tés  f'oi'inés 
par  ces  j)arties-là  se  ti'ouvent  opposés  à  des  angles  plus  grands  (pu-  les 
cotés  Ibrmés  parcelles-ci.  Donc  la  première  tangente  eulii're  sera  plus 
lon,i,'ue  (pu'  la  sonnne  des  deux  |)orlions  de  tangentes  comprises  entre 
leur  point  d"intersection  et  les  extrémités  de  l'arc.  Donc  (die  sera  aussi 
plus  longue  (jue  l'arc. 

C.i'la  |iosé,y,.r!  étant  l'ordonnée  (pii  ri'pond  ii  l'abscisse  .r,/'(.r)  sera 
n"7j  la  tangente  de  l'angle  sous  le(|md  la  tangente  de  la  courbe 'à 
l'extrémité  d(*cette  ordonnée  est  inclinée  ii  l'axe  des  abscisses;  par  con- 
sé(|nent,  if'ix)  sei'a  la  partie  de  l'ordonnée  /r  -i-  i],  prolongée  s'il  est 
nécessaire,  comprise  entre  la  tangente  et  une  parallide  ii  l'axe  menée 
par  l'extrémité  de  l'ordonnée  y(a:J;  donc 


v//^-hL'./'(^jJ-^  =  'V'  +  [/'l^)P 
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sera  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les  tlcux  oidonnées, 
éloignées  l'une  de  l'autre  de  l'intervalle  /.  De  la  même  manière,  on 
aura/'  a:  +  i)  pour  la  tangente  de  l'angle  sous  lequel  la  tangente  de  la 
courbe  à  l'extrémité  de  rordonnée/(a-  -i  i''^  est  inclinée  à  l'axe,  et  l'on 
trouvera 

pour  la  partie  de  cette  tangente  comprise  entre  les  mêmes  ordonnées 
/{x)  et/(a;  4-  /"i. 

Soit,  pour  plus  de  simplicité. 


<p(^)  =  v/.  +  t/'(^)p; 

on  aura  i o[x)  iilto{.r  -+-  i)  pour  les  deux  tangentes  menées  aux  deux 
extrémités  de  l'arc  de  la  courbe  compris  entre  les  ordonnées /\^ a;)  et 
f[x  +  i)  et  terminées  à  ces  mêmes  ordonnées;  donc  la  longueur  de  cet 
arc  devra  être  renfermée  entre  les  deux  quantités  io{x)  et  i':^[x  +  i), 
en  donnant  à  j  une  valeur  aussi  petite  qu'on  voudra.  Donc,  si  *(^.rl  est 
la  fonction  de  a;  qui  exprime  l'arc  de  la  courbe,  il  faudra  que  la  quan- 
tité *(.r  +  r  —  4>,.r;,  expression  de  l'arc  compris  entre  les  ordonnées 
f{x)  eXf\x  +  /),  soit  comprise  entre  ces  deux-ci,  i'^[x)  et  i  ^[x  +  i  , 
quelque  petit  que  soit  /,  d'où,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui 
du  n"  27,  on  conclura 

^'[x]  =  o[x]. 

Donc,  pour  avoir  la  longueur  iiidélinie  de  la  courbe,  il  faudra  clicnlici- 
la  fonction  primitive  de  la  fonction  ^(.r),  ou  y  i  +  [/'l'^)]"'  i''-  L'omnu' 
on  peut  ajouter  une  constante  arbitraire  à  la  fonction  primitive,  il  fau- 
dra déterminer  cette  constante  de  manière  (pu'  l'expression  de  1  arc 
s'évanouisse  au  point  où  l'on  voudra  le  faire  connuencer. 

Donc,  si  l'on  nomnu'  s  l'arc  de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont.r 
et  j,  on  aura,  en  regardant  v  et  s  comme  fonctions  de  .r,  ;i  cause  de 
f{^)=y^f'{^)  =/'  l'éqiialion 
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cl,  ^i  ,1-  cl  y  l'iaii'iit  ildiuu-cs  en  roiictioii  iriiiic  autre  varialilc,  ((iiiiiiic  /, 
alors,  en  dcsimiaiit    par  ,r',  \',  .v'  les  luiiclidiis  piiiiics  rclalivciuciil   ii 
relie   varialile.    il    t'aiiilrail   snl)Stiluer   —  et    ■-    à    la   iilaee   de   v'  et  ,v' 
11"  2K  .  1-e  (|ui  (loimei'ait  celte  é(|iialion 


cuire  les  eooidoniiées  et  l'are. 

Suivant  le  Calcul  (liircreulici,  les  loucli(Uis  dérivées  i' et  v' seraient 

,/s      .   ,h 


•Xiuiuiées  par     ,      et     ,    >    et  reiiuatioii 
'  '  ux  (I.V  ' 


deviendrait 


s'=  v/i  -hy- 

<ls  :--  \jilJi:'-  -T-  il)-, 

rorniule  connue  des  l'eclitieations. 

30.  Si  l'on  imagine  (|ue  la  courlie  proposée,  touruaiit  aulour  de  l'axe 
des  abscisses,  eni;eudi-e  \\\\  couoide,  il  est  visihle  (|ue  les  deux  ordon- 
nées /'  .r  et  /'  .r  -f-  i  décriront  en  même  temps  deiwx  cercdes  dont  ces 
coorilonnées  seront  les  rayons,  (pw  l'arc  de  la  eourhe  compris  entre  ces 
deux  co(u-d(Uiiiées  décrira  une  zou(;  c()noidi(|ue.  et  (pie  les  deux  lan- 
;,'ente,s  un'uées  aux  exlréu)ilés  de  cet  arc  décrironl  des  /.oiu-s  coui(jues. 

.Mais,  ipioi(|ui'  l'iiue  de  ces  deux  laufteules  soit  toujours  plus  i!,raiule 
cl  Taulre  plus  pilile  (pii'  l;i  loui^uciir  de  l'arc,  ciuumc  nous  venons  de 
le  démimlrer,  néanmoins,  comim'  (dies  tomheul  toutes  les  Ai'iw  du 
même  coté  de  l'an-,  il  est  possible  (pie  les  zones  c(Uii(pies  (pTcllcs  dé- 
crivent soient  il  la  l'ois  |diis  liiandes  (ui  plus  petites  (pic  la  zone  conoï- 
di(pie  décrite  par  l'arc,  l'oiir  éviter  cet  inconveiiieiil,  il  ii'v  a  (|u'à 
traiis|iorter  |tarallidemenl  il  (die-meme  la  seconde  taiii^riite,  (pii  répond 
il  l'extiémilé  de  rordoiiiiée  /  .r -f- / j,  de  manière  (|iie  le  poinl  où  cette, 
taiii,'eiile  e>t  terminée  par  la  premif-re  ordonnée  /'  r  loiiilie  ii  l'extrc- 
milé  de  celle  milonnée  et  devienne  sécante  de  la  c(uirlie.  Alors  cette 
.-écaulc  et  la  taii^'ciile  au  même  point  toiiilieronl  l'mic  d'un  c("ité  et 
l'antre  de  l'autre  «été  Ai-   l'arc,  et  même  la  plus  longue  tombera  ton- 
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jours  en  dehors  et  la  plus  courte  en  dedans  de  l'arc,  comme  il  est 
facile  de  s'en  convaincre  par  la  construction  ,  de  sorte  que  la  zone  co- 
noidique  décrite  par  l'arc  se  trouvera  nécessairement  renfermée  entre 
les  zones  coniques  décrites  par  la  tangente  j?(j^)  et  par  la  sécante 
i'o[x  -+-  i). 

Or  on  sait,  par  la  Géométrie,  que  la  surface  convexe  d'un  cône 
tronqué  est  égale  à  son  côté  multiplié  par  la  demi-somme  des  circon- 
férences des  deux  hases.  Donc,  si  l'on  désigne  par  -  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  =i,  la  surface  de  la  zone  coni(|ue  décrite 
par  la  tangente  iç(a-)sera 


'o[x]Yf[x]+'-f[x)Y., 


puisque  les  rayons  des  deux  bases  sontrun/(a;)  et  rautre/(:r)-Hty(a7), 
et  la  surface  de  l'autre  zone  décrite  par  la  tangente  ou  sécante  i<^[x+i) 
sera 

i  o[x  -^  i]\f\x]  +  -f'[x  -T-  i]    -, 

cap  il  est  facile  de  voir  que  les  rayons  des  hases  de  ce  tronc  de  cône 
seront/i-r)  et/{x)-h  i/'i-x  -ht). 

Si  donc  on  désigne  par  i^{x)  la  fonction  de  l'abscisse  x  qui  exprime 
la  surface  du  conoïde,  il  est  clair  que  la  zone  conoïde  sera  exprimée 
par  la  différence  <i>{x-hi)  —  *(i;)  et  que  cette  différence  <levra  être 
renfermée  entre  les  deux  quantités 

i~<^[x\\f[x]^-J\x'^^     Cl     iT.<:>[x^i]\^[x]^'-f\x  +  i)^, 

en  donnant  à  i  une  valeur  (jueleonciue  aussi  petite  (|u'on  voudra, 
d'où  l'on  pourra  conclure,  par  un  raisonnement  analogue  ii. celui  du 
n"  27,  que  cette  condition  ne  pourra  avoir  lieu,  à  moins  que  l'un  n';iit 


Donc  on  aura  la  surface  du  conoïde  proposé  en  prenant  la  fom  lion  pri- 


■2'^^■,  TU  KOHI  i:    IH:S   roM'.TIONS. 

iiiili>i'  (II-  la  toiirtioii 


-/  X  y  î  H-  [  /' ;  X  \  |-    on    - r  y'  •  -+-  r'-- 

31.  Km  liLMicral,  supposons  que  l'un  clioirlie  la  l'oiifliou  V\x]  \y,iv 
cette  toii(lition  (|nc  la  (Jiirérencc  F(.r  +  /)  —  F(a;)  doive  être  reiiCerinée 
eiitfe  les  deux  quantités  i /\x,  i)  et  i'f{x,  i),/vl  ç  dénotant  des  fonc- 
tions données  de  x  el  /  telles  qu'en  faisant  «  =  o  on  ait /(a)  ==  ofa),  et 
i|iii'  cette  e(»n(lilion  doive  avoir  lieu  en  donnant  ii  /  une  valeur  (|uel- 
eon(|ne  aussi  petite  (|u"on  voudra. 

\]n  ein[)lovanl  notre  tliéoi'ènie,  on  réduira  la  fonction  F(a;  +  /)à 

et  les  fonetiotts /(a-,  /),  o[cc,i)  à 

/  XI  ■+-  if'{x,j),     9(x)  +  ?9'(a;, /':, 

la  (piantite  /  étant  indéterminée,  mais  compi'ise  ciiti'e  les  limites  o 
et  /.  et  pouvant  être  dillérente  dans  les  diflérenles  foncti(»ns;  les  fonc- 
tions dérivées  marquées  par  F',  F"  se  rapportent  à  la  variable  .r,  et 
les  fonctions  dérivées  marquées  par/'',o'se  ra|)portent  à  la  varialde  /. 
Donc,  puis(|u'on  supposey"(a;)  =  (p(a;),  la  condilion  dont  il  s'agit  se 
réduira  à  faire  en  sorte  (|ue  la  (|uantité  /F'(a-)H —  V'\x-\-j)  soit  com- 
prise entre  les  deux  quantités  if\x\+r/'[x,j)  et  i/{x)  +  i-  (^'[x,jj, 
(|nel(|ue  petite  que  puisse  être  la  valeur  de  /.  Donc  il  faudra  que  la 

ditlércncc 

/[F'(.r1  — /(x)]  +  /-[^  F"[x  4- /)  —f'{x,  /;] 

ne  soit  jamais  plus  giande  (jue  la  dilférence 

mais,  tant  (|nc  le  tei me  multiplié  par  la  première  puissance  de  /  ne  sera 

pas  nul,  (m  pourra  toujours  prendre  /assez  petit  jionr  (|iie  la  premil're 

quantité  devienne  plus  grande  que  la  seconde,  car  il  sullira  pour  cela 

V'ix]  —  flx) 
de  prendie  /  moindic  (lue  la  (luanlité  — — -v—    ,  i.,;,    ~;  abstraction 

V  ,-^".  J}  -  i  *  (^  -+-7) 
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t'iiitc  (lu  sii;iic  (le  ccilc  (|ii;iiilit(''.  Donr  la  cniHlitinii  |)ri)|i(isr('  i'tii|)ui'l(' 
nr-ccssaiiciiiciil  ccllt'-ci, 

ï'[x)  ~  f[x   ^o,     cl  par  roiis ''queiil     F'(x)  =_/'{j;), 

(•'(■st-ii-(Ii)'('  (HIC  la  fonction  clicrchéc  K(.z-)  devra  ôlrc  la  fonction  pii- 
niitivc  i\r /'.!'],  cl,  ponr  avoir  la  valeur  complète  do  V{x),  il  l'andra  y 
ajouter  une  constante  arbitraire,  (|ne  l'on  di'lciniinci'a  par  les  cundi- 
tions  de  la  (luestion. 


•2i8  'niÉOlUl-:  DES   l'ONCTlONS. 


CHAPrmE  vri. 


TlIKOrilE  DU  CONTACT  DES  C'.OUlUtlCS  A  DOIIÎLE  COllUîriU:.  DU  HAYON  OSCl'LATl'.UIt, 
DES  CENTRES  DE  COURIiUIîE  ET  DU  LIEU  DE  CES  CENTRES.  DES  DÉVELOPPÉES  DES 
COURBES  A  DOUBLE  COURBURE.    QUADRATURE  ET  RECTIFICATION  DE  CES  COURBES. 


32.  Les  C()iirl)i's  pliiiu's  apparlicmiciil  à  la  Géométrie  de  deux  dimen- 
sions et  dépendent,  par  conséquent,  que  de  deux  coordonnées.  Les 
courbes  à  double  courl)ure  doivent  appartenir  à  la  Géométrie  de  trois 
dimensions,  puisqu'elles  ne  peuvent  être  tracées  que  sur  la  surface 
des  corps  solides;  aussi  dépendent-elles  de  trois  coordonnées  perpen- 
diculaires entre  elles,  dont  deux  sont  fonctions  de  la  troisième,  de 
sorte  qu'elles  ne  peuvent  être  représentées  (|ue  par  deux  écjuations 
entre  trois  indéterminées. 

Soient  donc,  pour  une  eouii)e  (|ueleonque  à  double  courbure, 

r,  y,  z  étant  les  trOis  coordonnées  rectaniçulaires.  Soient  de  même, 
pour  une  autre  courbe  donnée, 

p,  (j,  /étant  pareillement  ses  trois  coordonnées  rapportées  aux  mêmes 
axes  (|ue  les  précédentes.  Si  l'on  veut  que  ces. deux  courbes  aient  un 
point  commun  pour  l'abscisse  ir,  il  faudra  qu'en  faisant/;  -    r  on  ail 

aussi 

q=r    Cl    /•— r; 
doni' 

y  —  Ylx]     Cl     z  =  <i>{x). 
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Pour  un  autre  point  quelconque  répondant  à  l'abscisse^  +/',  les  or- 
données y  et  :;  seroiit/(a:  +  i),  cp(a;-f-/),  et  les  ordonnées  </,  r  seront 

Y[x-hi),  <i>{x-j-i);  et,  faisant,  |)()ur  abréger, 

d=f[x  +  /)  —  F(.r-t-  /),     (3=  cp(^-h  /)  —  <t>[.r  +  /), 

il  est  facile  de  concevoir  «pic  la  distance  D  entre  les  points  des  deux 
courbes  qui  répondciil  ii  la  inèinc  abscisse  a--}-/ sera  exprimée  par 


D  =:  v</--ho-. 

J)e  là,  par  une  analyse  sendjiable  à  celle  qui  a  été  développée  au  coni- 
niencement  de  cette  deuxième  Partie,  on  prouvera  cpie,  ^\  f\x)=^Y\x), 
!p'(a;)  =  <ï)'(a^),  il  sera  impossible  qu'aucune  autre  ((lurlie  donnée  qui 
ne  satisferait  pas  aux  mêmes  conditions  puisse  passer  entre  les  deux 
courbes  dont  il  s'aiçit. 
Si  l'on  avait  de  plus 

f"[x)^Y"[x)     el     o"[x)^<\>"[x), 

on  prouverait  de  la  même  nianii're  (pi'aucune  autre  courbe  jtonr  la- 
quelle ces  équations  n'auraient  pas  lieu  ne  pourrait  passer  entre  les 
mêmes  courbes;  et  ainsi  de  suite. 

Ainsi,  en  applicpiant  aux  courbes  ;i  double  cimrbiirc  les  mêmes 
notions  des  différents  ordres  de  contact  des  courbes  ordinaires,  on  en 
conclura  que  les  deux  premii-res  conditions  détermineront  un  coiilact 
du  premier  ordre,  (pu-  les  deux  suivantes  délcrniinerdiit  un  conlacl  à\\ 
second  ordre;  et  ainsi  de  suite. 

En  général,  eu  nommant  x,  y,  z  les  coordonnées  d'une  courbe  pro- 
posée et  /;,  q,  r  les  coordonnées  de  la  courbe  donnée,  [kum'  hicpudle 
on  demande  les  condilioiis  du  contact  d'un  ordre  donné  ;ivcc  la  conibe 

proposée,'  si 

F(/J,  q,  r)  =0     Cl     'l'i/'.  '/.  '■  —  o 

sont  les  deux  écjuations  de  la  courbe  donnée,  on  auia,  pour  un  contact 
iX.  35 
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lin  iircmicr  ordre,  les  (|iiatro  ('quations 

F[X,  X,   z]r^O.       l'[X,J,;z)'  =0, 

^{x,y,z]=o,     <l>(j:,  ^,  r  )' ;=  o; 

[Hiiir  un  contact  ilu  second  orilrc,  on  aura  do  plus  les  deux  ('(luations 

F;  .r,  y;  z  ]"  =  o,     <I^(.r,  y,  z  '."  =  o, 

et  ainsi  de  suite,  en  regardant,  dans  ces  ibnctions  dérivées,  y  et  r 
comme  fonctions  de  ,r.  On  satisfera  à  ces  équations  par  le  moyen  des 
ronstantes  arbitraires  a,  h,  c,  ...,  qui  entreront  dans  les  fonctions 
données  ¥{p,  q,  r)  et  op.  q,  /•\  et  ([u'on  pourra  appeler,  comme  ci- 
dessus  (n°  \Q),  éléments  du  contact,  lors(]u"elles  seront  déterminées  en 
fonction  de  x,  y,  z,  y ,  z',  .... 

33.   Prenons  pour  la  courlie  donnée  une  ligne  droite  délerminée  par 

les  deux  éi|ualions 

q  =  a  +  bp,     r^  c  -h  d/i; 

poui-  <|u"elle  ait  un  contact  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  poui'  <|u'elle 
soit  tangente  d'une  courbe  quelconque  proposée  et  rappoitée  aux 
coordonnées  x,  y,  z,  on  aura  ces  quatre  équations 

y=a-i-bx,     z  ^  c -h  (Ix,     y'z^h,     z'^d, 

d'où  l'on  tire 

a  =  y  —  y'x,     c  :=  z  —  z'x, 

lie  sorte  que  les  équations  de  la  tangente  ra{)pf)rtée  aux  coordonnées/^, 
y,  /•  seront 

fj  '^r^r'^ -^r'P'   r  =  z~ z'x-i-  zp. 

Il  est  facile  de  voir  que  ces  deux  équations  re[)résentent  lesdeux 
tangentes  des  courbes  planes  qui  forment  les  projections  de  la  courbe 
proposée  sur  les  deux  plans  des  x  et  j-  et  des  a;  et  z  (n"  G),  de  sorte 
que,  pour  mener  une  tangente  à  une  courbe  à  double  courbure,  il 
suflira  toujours  de  mener  les  tang(,'ntes  à  ses  deux  projections,  et  la 
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droite  ilont  ces  deux  tangentes  seront  les  projeetions  seia  la  laiiirenle 
elierchée. 

34.  Supposons  qu'on  demande  le  cercle  osculateur  d'une  courbe  à 
double  courbure. 

Pour  avoir,  de  la  manière  la  plus  simple,  les  équations  générales 
d'un  cercle  tracé  sur  un  plan  quelconque,  nous  considérerons  le  cercle 
comme  formé  par  l'intersection  d'un  plan  qui  passe  par  le  centre 
d'une  sphère;  le  rayon  et  le  centre  de  la  sphère  deviendront  alors  ceux 
du  cercle,  et  le  plan  sera  le  plan  même  du  cercle. 

L'équation  générale  d'une  sphère  i-apportée  aux  trois  coordonnées/^, 

y,  r  est 

\p  —  «:--)-;(/  —  b  -  -^  [r  —  c  -  =  d-, 

où  a.  h.  c  sont  les  coordonnées  du  centre  et  d  est  le  demi-diamètre  ou 
rayon.  L'équation  d'un  plan  rapporté  aux  mêmes  coordonnées  et  pas- 
sant par  le  point  qui  répond  aux  coordonnées  a,  b,  c  est,  en  général, 

p — a -h  m  (j  —  l>] -r- n'r — cl  =  o, 

m  et  n  étant  deux  constantes  arbitraires  qui  déterminent  l'inclinaison 

du  plan  à  l'égard  des  plans  fixes  des  coordonnées.  Le  système  de  ces 

deux  équations  représentera  donc  un  cercle  dont  le  rayon  sera  d,  dont 

le  centre  sera  déterminé  par  les  coordonnées  a,  b,  c,  et  dont  le  plan 

dépendra  des  quantités  m  et  n. 

Si  donc  on  change  dans  ces  équations  les  quantités  p,  q,  r  en  x, 

r,  z,  et  qu'on  en  prenne  les  équations  primes  et  secondes,  on  aura  ces 

six  équations, 

[x  —  a)'-  -+-  [y  —  b]'-  -I-     [z  —  c  -=  d-, 

X  —  a  +  m'y  ~  b)   -r-n[z  —  c)   ^  o, 

X  —  (i -i- y' [y — b]  +:'[z  —  c)  =  o, 

1  -+-  niy'  -f-  «  s'  =  o, 

,      i~y'-i-^z'-^+y"[y-b)  +  z"[z  -  c)  =o, 

niy" -h  nz"  =  o, 

dont  les  quatre  premières  renfermeront  les  conditions  nécessaires  pour 
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iliu'  lt>  c't'rclc  iloiit  il  s'ai;il  ait  un  contact  du  premier  ordre  avec  toute 
courlie  il  douille  courlture  dont  .r.  v,  z  seront  les  coordonnées,  •»- et  = 
étant  données  en  l'onction  de  a-,  et,  si  l'on  y  joint  les  deux  dernières, 
on  aura  les  conditions  nécessaires  pour  un  contact  du  second  ordre, 
c'est-ii-dire  jionr  (jue  le  cercle  devienne  oscnlalcui'  de  la  courbe. 

Comme  il  va  dans  ces  équations  six  ([uanlilés  indéterminées  a,  h, 
c,  d,  m  et  n,  on  pourra  satisfaire  à  toutes  ces  conditions,  et  le  cercle 
osculateur  sera  déterminé  de  i;randeiu'  et  de  position.  Mais,  si  l'on  ne 
demande  qu'un  cercle  tangent,  il  restera  deux  indéterminées  jiour 
lcs(|uelles  on  pourra  prendre  le  rayon  d  et  une  des  deux  ([uantités  m 
et  //.  Dans  ce  cas  donc,  l'eiinatitni 

déterminera  le  plan  dans  lequel  se  trouveront  les  centres  de  tous  les 
cercles  (|ui  peuvent  être  tangents,  et,  comme  le  rayon  du  cercle  tan- 
gent est  nécessairement  perpendiculaiic  it  la  courlie.  cette  équation 
sera  celle  d'un  plan  perpendiculaire  à  la  courhe,  en  prenant  a,  h,  c 
pour  les  coordonnées  du  plan. 

(considérons  maintenant  le  contact  du  second  oi'dre.  Les  trois  pre- 
mières é(|uations  donneront 

nr'  —  mz'  (1  ,  [n  —  z    fl  {ni—y'](l 

-       -—  r-^  = '      :--c='  ■    '     - 


K  •'  K 

en  faisant,  pour  abréger. 


R=  ^\ny'  —  mz'f^+[n—zf-+-  [m-   yy\ 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la   cin(|uième  é(|uation,  on  en 

tirera 

^^         (n-r'2-i-s'2)R 


[n  —  2    y  —  I  m  —  V    ; 

l'jilin,   la  (juatrii'me  et  la  sixième  é(jualion  donneront 

:"                                   }■" 
"'  =  ^—T, —     ,   „  >      rt  = r-;r j—r,  ' 

valeurs  qu'on  substituera  dans  les  expressions  précédentes. 
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On  irouveia  d'abord,  après  quelques  réductions, 


•t  de  i; 


_  s/i  +  r"- -+-  z"'  yy -  +  -■"'- -+- 1  ^-'r"  —  r'^")- 
~  zj"-yz" 


</= 


/i+ys 

■H-   Z"- 

i^- 

y/j" 2  +  z"-^  -h 

k^Y- 

-/=' 

T 

(i-t-r'--i-2'' 

'H.y.y 

■^'-HS' 

'3") 

y>_^  z"-^-h 

(='/' 

-yz' 

r/v.. 

fi+r'-t--'' 

=  rr" 

-^^.'f: 

;')■"- 

-  r'z" 

■\ 

7-"- -4-  s' 

'-+[ 

=  ■/'- 

-r'^" 

1- 

I  -4-.1-'2-l-3'' 

=U=" 

-r'f^ 

-y_ 

-.y'^' 

'-,] 

La  quantité  d  sera  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  proposée  et  les 
quantités  a,  h,  c  seront  les  coordonnées  de  la  courbe  des  centres  de 
tous  les  cercles  osculateurs;  mais  cette  courbe  ne  sei'a  pas  poui'  cela 
une  développée,  coninic  dans  les  courbes  à  simple  courbure. 

35.  Pour  s'en  assurer  et  trouver  en  même  temps  les  conditions 
nécessaires  pour  qu'elle  devienne  une  développée  de  la  courbe  à 
double  courbure,  il  n'y  a  qu'à  employer  des  considérations  semblables 
à  celles  du  n°  23. 

Reprenons  les  valeurs  de  a,  h,  c  tirées  des  trois  premii-res  équa- 
tions; nous  aurons 

n  y'  —  mz'  ]  <l 
fl  =  jr  —  •' 

'='-      u 

Ces  expressions,  en  rej,'ardant  les  ([uantités  a:,  v,  -,  v',  z',  ainsi  que 
m  et  n.  comme  constantes,  et  la  quantité  d  comme  seule  variable, 
donnent  les  coordonnées  de  la  droite  <lans  laqmdle  est  place  le  rayon 
osculateur;  mais,  eu  rci^ardant  tmites  ces  (piantitcs  c(unme  variables 


R 

in- 

-zV 

R 

[m 

—  r\d 
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cl  m,  n,  f/ comme  dorinécs  en  x,  |)iiis(|iie  v  et  :;  sont  censées  (loiiiiées 
en  X,  ces  mêmes  expressions  représentent  alors  les  cooi'iloniiécs  de  la 

courbe  des  centres.  Or,  pour  que  la  nième  droite  devieniu'  tangente 

//        c' 
de  celle  courbe,  il  faut  que  les  valeurs  de  --,  et  -7^  en  regardant  h  et 

c  comme  Ibnctions  de  rt,  ou,  en  i!,énéial,  <i,  h,  c  comme  l'onclions  d'une 
antre  variable  quelconque,  soient  Igs  mêmes  dans  les  deux  cas.  Donc 

les  valeurs  de    „>  -7.»  -y,  devront  être  aussi  les  mêmes,  soit  (lue  les 
a      a     a  ' 

([uantités  o,  b,  c,  d  soient  seules  variables,  soit  (jue  les  quantités  x,  y, 
z,  m  et  /(  varient  aussi  en  même  temps;  par  consc(incMl,  il  faiidra  (|ne 
les  ê([natioiis  qui  déterminent  ces  valeurs  aient  lieu  également  dans 
les  deux  bypotlièses. 

Or,  si  l'on  considère  les  équations  (]ui  ont  servi  à  déterminer  les 
(piantités  a,  h,  c,  d,  m  et  n  en  x,  y,  y',  f,  et  (ju'on  regarde  toutes  ces 
(piaiitités  comme  variables  à  la  fois,  il  est  clair  que  les  deux  équa- 

lions 

[x  —  a]-  +  (j—  i)-+  (s  —  c)-=  </^, 

X  —  a  -+- j'(7—  b]-^  z'[z  —  c):=o 

emporteront  encore  celle-ci, 

—  a'[x—  a]  —  b'[y—  b]  —  c'[z  —  c)~  dd' , 

(|ui  n'est  (|ue  l'équation  pi'ime  de  la  premii-ic,  en  supposant  a,  b,  c,  d 
seules  variables.  De  même  les  deux  é(|ualions 

X  —  a-\- y  [y  —  b) -¥  z' [z  —  c]=:o, 
I  +y'--^z'-  +  y"[y  -  b)  +  z"[z  —  c)  =  o 

cmportei'ont  celle-ci, 

a'  ■+  y'b'  ■+-  z'c' ^  o, 

<|ui  est  également  ré(|nation  prime  de  la  premii're,  en  ne  prenant  (|ue 
a,  b.  c  pour  variables.  Ces  deux  é(jnations  ont  donc  la  condilion  de- 
mandée; mais,  comme  elles  ne  suffisent  pas  pour  la  délenniiiation  des 

trois  (luantités    ,;)  -„■>  -„■>  il  faudra  trouver,  de  la  même  manière,  une 
■  a     d     d 
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troisième  oqualion  qui  contienne  les  fonctions  primes  a,  h',  c';  or,  les 
deux  précédentes  ayant  été  déduites  de  l'équation  de  la  sphère,  il 
faudm  liier  la  troisième  de  ré(|Mali()ii  du  plan 

^  —  «  -)-  H!  [j—  6)  -I-  «(z  —  c)  =:  O, 

laquelle,  en  faisan!  tout  varier  et  ayant  égard  à  l'équalion 

1  -1-  my'  H-  «;'  =  o, 
donnera  celle-ci, 

—  «'  —  mb' ^  ne'  -H  m'[y  —  6)  +  «'(z  —  c)  =  o, 

qui  est,  comme  l'on  voit,  ré(juation  prime  de  la  précédente,  en  suppo- 
sant a,  b,  c,  m,  n  variables  à  la  fois;  par  conséquent,  celte  équation 
n'aura  pas  la  condition  demandée,  à  moins  que  la  partie  dépendante 
de  la  variation  des  quantités  m  et  n  ne  disparaisse,  c'est-à-dire  à  moins 

qu'on  n'ait 

in'[y  —  ^)  +  n'[z  —  c)  =  o. 

Si  cette  condition  a  lieu,  alors  l'équation  restante 
a'  -t-  mb'  -+-  ne'  =;  o, 

combinée  avec  les  deux  équations  ([u'on  vient  de  trouver,  domu'ra  les 

valeurs  de   „»  -r»    ,75  aui  seront  les  mêmes  soit  iiue  les  (luantités  a.  h, 
a      a     a      ^  '  ' 

c,  r/ soient  seules  variables,  soit  (jue  x,  y,  z,  m  et  n  varient  aussi  à  la 
fois.  Par  conséquent,  la  droite  dans  laquelle  est  placé  le  rayon  oscu- 
lateur  deviendra  tangente  à  la  courbe  des  centres;  donc  aussi  ce  rayon 
sera  tangent  de  la  même  courbe,  puisqu'il  est  terminé  à  cette  courbe. 
Dans  ce  même  cas,  les  expressions  précédentes  de  a,  b,  c  donneroni 
sur-le-champ  ces  fonctions  primes. 


a-=- 

(«y  —  mz']d' 
K 

.=  ^L^', 

c'=- 

[m -y 

K 

R 

d'où 

l'on  tire 

a' 

-+b'-->r  c-=d'-. 

et  de 

là 

d'  =  \la'--ir  b'--hi 
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Or  nous  venons  ci-nprès  (  ii"  37)  (iiio  roifo  (''(Hialion  nionlrc  (iiic  d 
t>st  l'arc  tlo  la  couilx'  ilmit  a,  b,  c  sont  les  (■ooiddiiiK'cs.  Donc  le  l'ayon 
oscillateur  sera  non-seulenieul  laiif^cnt  ii  la  courbe  des  centi'cs,  mais 
encore  éf^al  à  l'arc  de  cette  courbe.  11  ne  scia  donc  autre  clu)se  (|ue  le 
développement  de  cette  même  courbe,  la(|uelle  sera,  par  conséquent, 
la  développée  de  la  couibe  proposée,  dont  .v,  y,  z  s(Uil  les  coordonnées. 


3G.   La  contlilion 


ni'[x-b]+n'{z-c] 


(|ne  nous  venons  de  trouver  pour  que  la  courbe  ail  une  développée, 
a  évidemment  lieu  lorsque  m  et  n  sont  constantes,  et,  dans  ce  cas,  la 
courbe  sera  toute  dans  un  ])lan  déterminé  par  ces  constantes.  Si  ces 
(|nanlités  ne  sont  pas  constantes,  elles  déterfnincront  le  plan  tangent 
de  la  eourl)e,  et,  lorsque  l'équation  précéileule  aura  lieu,  les  rayons 
oseulaleurs  l'ormeront  une  surlace  coui'be  développalile.  ('ar,  en  ajou- 
lanl  il  ceUe  écpialion  ré(inalion 

T  H-  m  y'  -)-/(:'=  o, 

(|ai  est  une  de  celles  du  n"  34,  on  aura  celle-ci, 

I  -r-  «i_>''  -h  /i  z'  -h-  ni\y  —  (>]  -^  «'(  :  —  c)  rT=  o, 

(|ui  n'est  autre  cbosc  que  l'équation  priuTe  de  l'éipnttion  du  plan 

T  —  «  +  m  [y  —  h)  -h  n{z  —  c]  --  <>, 

en  rei^ardanl  les  coordonnées  a,  h,  r  du  plan  conime  constantes  et  la 
(pianlite  .r,  i\\\\  sert  ici  de  paranil'tre  et  dont  les  autres  (piantités  y,  z, 
w,  //  sont  supposées  fonctions,  comme  seule  variable,  ce  qui  constitue 
le  principe  des  surfaces  développables,  comriH!  on  le  verra  plus  bas. 

Au  l'esté,  il  y  a  une  manière  plus  générale  de  concevoii'  les  dévelop- 
pées des  courbes,  la(|uelle  consiste  ii  prendre  le  rayon  de  la  développée 
dans  une  position  inclinée  au  plan  tangent,  et  (|ui  doiun^  lieu  ii  plu- 
sieurs billes  propriétés  des  courbes  et  des  surfaces,  (loninu'  les  bornes 
(|uc  nous  nous  sommes  prescrites    ne  nous    peruM'Ilenl    pas    d'entrer 
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dans  ce  détail,  nous  ne  ponvons  qu'inviter  nos  lecteurs  à  voir  celle 
nouvelle  théorie  dans  le  Tome  X  des  Mémoires  présentes  à  l'Académie 

fies  Sciences. 

37.  Si  l'on  (race  la  projection  d'une  courbe  à  douMe  conihuiT  sur  le 
plan  des  x  et  v,  ou  peut  rei;ai'der  cette  courbe  de  projection  comme 
l'axe  curviligne  de  la  courbe  à  double  courbure,  de  sorte  qu'en  nom- 
mant *  l'arc  de  la  courbe  de  projection  dont  les  coordonnées  sont  t. 
y,  et  supposant  (jue  cet  arc  soit  étendu  en  ligne  droite,  on  aura  s  et  r 
pour  les  coordonnées  rectangulaires  de  la  courbe  à  double  courbure 
supposée  appliquée  sur  un  plan. 

Cette  considération  nous  offre  le  moyen  d'appliquer  immédiatement 
aux  courbes  à  double  courbure  les  formules  de  la  quadrature  et  de  la 
rectification  des  courbes  planes  (n°^  27,  29).  Pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à 
substituer  s  au  lieu  de  jc  et  z  au  lieu  de  y  dans  les  ex[)ressions  de  ycr' 
et  \'x'--^-y-;  on  aura  zs'  et  \/-  +  s'^,  et,  comme  l'arc  s  est  déterminé 
par  l'équation 

en  faisant  cette  substitution,  on  aura  les  deux  formules 


r^\r'-H-j-'-     el     ^x-  -i-y'--\-  z-, 

dont  la  première  sera  la  fonction  prime  de  l'aii'c  ou  de  la  surface  du 
cylindre  droit  qui  a  pour  base  la  projection  de  la  courbe  à  double 
courbure  et  qui  est  terminé  par  le  contour  de  cette  courbe,  et  don! 
la  seconde  sera  la  l'onction  iiriinc  de  l'arc  de  la  nu-me  courbe. 


IX.  33 
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CIIVPITIIK    Vllf. 

III'.S    SlUI-ACKS    COURBES     ET    DE     LEliRS     l'I.ANS    ÏANGENTS.    THÉORIE     DU     CONTACT 
DES    SURFACES    ('OlHIiES.     DES    (.OMAl   IS    MES    DIEEÉRENTS    ORDRES. 


38.  Les  surlaccs  cdiirltcs  se  (Ictciiniin'iil  aussi  pai'  ti'ois  roordoiiiu't's 
iTclangiilaires,  coiimic  les  lli^ncs  ii  doiiltlc  c()iirl)iii('.  mais  avec  t'cttP 
diUV'n'iicc  (lUC ,  pour  les  surfaces,  deux  des  coordonnées  sont  indé- 
pendantes entre  elles  et  la  troisième  est  fonction  de  ces  deux,  de  sorte 
(|n'uiie  surface  n'est  représentée  que  par  une  seule  é(|uarKiM  entre  les 
(rois  coordonnées.  Ainsi,  les  deux  é(|uations  (|ui  délerminent  une 
courhe  à  double  courhurc  représentent  cliaciine  en  particulier  une 
surface  courhe.  et  la  courlic  icpréscnlée  pai'  le  systi'ine  de  ces  deux 
é(|uati()ns  est  formée  par  lintersection  des  deux  surfaces.  La  théorie 
des  suil'aces  dépend  donc  île  l'analyse  des  fonctions  de  deux  variables, 
et  peut  être  traitée  comiiii'  la  théorie  des  courbes  et  |)ar  les  mêmes 
princi[)es.  Ainsi  ,  de  iiiéinc  qu'une  lii^ne  droif(^  peut  être  tani;cnte 
il'nm'  courbe,  un  plan  peut  éltc  laniicnt  d'une  snr'face,  cl  l'on  détei- 
niinera  le  |)lan  tani^cnt  par  la  condition  ([u'auciin  autre  |dan  ne  puisse 
être  mené  parle  point  de  contact  entre  celui-là  et  la  surface. 

Soient  x,  v,  z  les  ti'ois  coordonnées  de  la  surface  donnée  et  /;,  y,  / 
les  coordonnées  du  plan  lancent  rap|)ortées  aux  mêmes  axes  rectan- 
jiulaires;  on  aura,  par-  la  nature  de  la  suiface, 

"   -f  ^.r.' 

et,  par  la  nature  du  plan, 

a,  h,  r  étant  les  trois  constantes  (pii  déterminent  la  position  du  plan. 
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D'abord,  pour  (luc  \v  plan  ait  avec  la  suri'acc  un  point  coniniun,  il 
faut  que  son  é(jnation  subsiste,  en  supposant  ipie  les  coordonnées  p. 
q,  r  deviennent  x,  y,  z,  ce  qui  donnera  cette  première  équation  : 

2  =  a  -+-  bx  4-  cy. 

Considérons  maintenant  un  autre  |t(»int  de  la  surface  répondant  aux 
coordonnées  .r -t- / ,  j  +  o;  l'ordonnée  perpendiculaire  =  deviendra 
f[x  +  i,Y-^o  .  Faisons  aussi,  dans  l'écjuatidn  du  plan, 

f)  =^  X  ^  i,     q^=y-~o; 

l'ordonnée  perpendiculaire  r  deviendra 

a+  b[X  -^  i)  -+-  c[y-i-  o], 

et  la  distance  entre  les  points  correspondants  de  la  surface  et  dn  plan 
sera  exprimée  ])ar 

f  X  ^  i,  y  +  o   —  fl  —  b  X  -+-  i)  —  c[y+  o). 

La  fonction /.r +  «',>■  + o  peut  se  développer  dans  cette  série 
(n''73,  I'^  Partie)  : 

f[x,  y]  +  //'  x,  y)  -1-  ofix,  y]  -f-  '^f'x,  y]  -+-  io  /'  x,  y]-+-  ^  f„[x,  y)  -i- . . . . 

Donc,  à  cause  de 

f[x,y]^^z^a-i-bx-^  cy, 

la  distance  dont  il  s'agit,  que  nous  désignerons  par  D,  sera  exprimée 
ainsi  : 

Il  z=z  i[f'x,y  —  l>]  +  o\f,x,y  —  c]~ j'\x,y]  +  'ofi  x,  y  +  —f,,-^>y]-^-  ■  •- 

où  l'on  voit  d'abord  (|ue,  les  quantités  t  et  o  demeurant  indéterminées, 
la  valeur  de  D  deviendra  la  plus  petite  si  l'on  détermine  les  (piantito 
/>  et  c  de  manière  (|ue  les  termes  multipliés  par  /  et  o  disparaisseiil.  le 
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i|tii  (lonnora     n"  77,  I"  Partie  i 

/■       f    .r,y   =3',     c=f,\x,y)  =  :,, 

cl,  (•oiniiic  on  a  di'jii  Innivé 

(i  -t-  l)x  H-  cr  =  :, 

on  aura  les  valfurs  des  trois  constantes  fl,  b,  c  de  réiiuation  du  idaii 
en  fonction  de  a,  v,  ;.  ('.es  valeurs  seront  donc 

a  '  :  r  —  xz'  —  )•;,,     b  =  :' ,     c  =  s, , 

l'I  la  posilion  du  plan  sera  entii-rcnienl  délerniinée. 

Par  révanouissenienl  des  termes  multipliés  par  les  quantités  i  et  o, 
l'expression  de  la  distance  l)  ne  contiendra  |)lus  que  des  termes  multi- 
pliés par  des  puissances  ou  des  produits  de  ces  mêmes  quantités.  Si  l'on 
faisait  |)asser  un  autre  plan  par  le  même,  point  qui  répond  aux  coordon- 
nées a-  et  V,  on  trouveiait,  pour  la  distance,  que  je  nommerai  A,  entre  les 
points  de  la  surface  et  du  nouveau  plan  correspondants  aux  coordon- 
nées x-i-iet  y-ho,  une  expression  semblable  à  celle  de  D,  mais  où  les 
termes  multipliés  par  i  et  par  o  ne  se  détruiraient  plus.  Or  il  est  facile 
de  voir  qu'on  peut  prendre  les  quantités  j  et  o  assez  petites  pour  que 
les  termes  multipliés  par  les  premières  puissances  de  i  ou  de  o  de- 
viennent plus  grands  que  les  auties  termes  multipliés  par  des  puis- 
sances ou  des  produits  de  plusieurs  dimensions,  ce  qui  porterait 
d'abord  à  conclure  que  l'on  peut  toujours  donner  à  /  et  o  des  valeurs 
assez  pc'tites  pour  (jue  la  distance  A  surpasse  la  distance  D,  en  sorte 
qu'il  soit  impossible  (jue  le  dernier  plan  passe  entre  le  premier  et  la 
surface. 

39.  Mais  celte  consécjuence,  (|ui  serait  léi,ntinie  si  les  expressions  de 
I)  et  A  n'étaient  coniposées  que  d'un  nombre  déterminé  de  termes, 
|)ourrait  souffrir  des  didicultés  à  raison  des  suites  infinies  qui  entrent 
dans  ces  expressions.  On  peut  néanmoins  les  éviter  en  employant  le 
développement  (|ue  nous  avons  donné  dans  le  Chapitre  XIII  de  la  pre- 
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luière  Partie  et  en  s'arrétant  aux  termes  du  premier  ordre.  <>n  :iin;i 
ainsi 

/  x+  l,j-^o]  =f[x,y)  +if'[x,y]  +of,x,y] 

H f"  X  ^  /./,  )•  -1-  }.o  I  -i-  io  f'i  X  -T-  }.i,  y  ^'i.o 

o-  j,  .  .  . 

H f,,  X  -~  II,  r-r-  AO  , 

et  la  valeur  de  la  ilistance  D  se  réduira  à 

D  =:  —  f      X  -r  l.i,    y  —  '/.O     -r-  io  f    X  ~r  /.(',   )•  -i-  l.o'   ~. f,,    X  —  >./,    )■  -f-  /  0    . 

1-'      '  •  -  •  2  •' 

Pour  tout  auti'e  plan  représenté  par  l'équation 

r  =  a  -1-  5/)  -f-  •/  g 

et  avant  le  même  point  ooniiiuin  avec  le  premier  plan  et  la  surface, 
cette  distance,  que  j'appellerai  A,  contiendrait,  outre  les  tiM-mes  précé- 
dents, encore  ceux-ci  du  premier  ordre 

'U\^'  y  —  P]  ~  o[.^/>'  .>"^  —  "/]' 

d'où  il  est  facile  de  conclure  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  et  u  assez 
petits  pour  que  cette  distance  A  surpa.sse  la  distance  D.  Donc  il  sera 
impossible  que  ce  dernier  plan  puisse  passer  entre  la  surface  et  le  plan 
représenté  par  l'équation 

/•  1=  rt  -(-  /'/?  —  cq  ; 

par  conséquent,  celui-ci  sera  tani;cnt  de  la  surface  doniu-e,  en  faisant, 
comme  ci-dessus, 

az=  z  —  xz'  --  y:,,     b  =  z,     c=:-,, 

d'où  l'on  voit  que  la  position  du  plan  tangent  dépend  des  deux  fonc- 
tions prinijes  ::'  et  s,. 

En  effet,  il  est  facile  de  trouver,  d'après  l'écpialioM 

/•  =  rt  -i-  II/}  -4-  cq , 
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(luc,  si  l'on  1)01111110  a  riiulinaison  du  plan  iT|m'soiitc  par  cette  é(iiia- 
lioii  sur  le  plan  des  coordonnées  p  et  q,  et  i  l'inelinaisoii  de  la  lii;ne 
(rinlerseetion  de  ces  deux  plans  à  l'axe  des  abscisses/»,  on  aiiia 

t  :=  sirijî  langa,     c^cos^langa, 

d'un  l'on  lire 

langa  =  \0'--t-f-,     langp= -• 

Donc,  puisque  les  axes  des  coordonnées  x,  y,  :•  ^ont  les  mêmes  que 
ceux  des  coordonnées  p,  q,  r,  les  angles  a  et  fi,  relalivemeiit  au  plan 
taiii^eiit.  seront  pareillement  déterminés  |)ar  ces  l'ormules  : 


iang3:=:i  V  ;'--+- 2,'',     iang^  =  — • 
iO.   En  i^énéral, 

étant  l'éipiation  de  la  surface  proposée  et 

celle  iruiie  surface  donnée,  si  l'on  vent  que  ces  deux  surfaces  aient  un 

point   commun  qui   réponde  aux  coordonnées  x,   y,  z,  il  faudra  (|ue 

i'erpiation 

r  =  Fp,q) 

ait  lieu  aussi  en  faisant  ^  =  .r,  q  =  y,  /  —  ;,  ce  qui  donnera 

z  =  ¥(x,x). 

Ijisuite.  si  l'on  considère  les  points  des  deux  surfaces  (pii  répondent 
aux  mêmes  coordonnées  x-^i  cty-ho,  et  «ju'on  nomme  I)  la  distance 
entre  l'un  et  l'autre,  c'est-à-dire  la  partie  de  l'ordonnée  qui  se  trou- 
ver;! comprise  entre  les  deux  snrfaces,  il  est  visible  (|u'on  aura 

D=/i  x-t-  i,  y  +  o)  —  ¥[x  -f-  i,y-i-  o). 

Développons  ces  deux  fonctions  |)ar  les  formules  dn  n°  78  (I™  Par- 
tie), en  nous  arrêtant  d'abord  anx  termes  du  premier  ordre;  nous  au- 
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rons.  PII  mettant  :■,  z'  et  ;,  à  la  place  i\v  f  x,  y  ,  /'[x,  y),  fj x,  y  , 

D  =  /[2'-F' X,  r:]-o[--,-F,>-,  v] 

-: [/"  -^  -^  '■'.  .>■  -i-  ^o    —  F"  .r  -T-  /./,  _>•  —  /.o  ] 

-i-  10  [f^  [x  +  \i,  y  -i-  7.0    —  F;   .r  H-  /./,  )•  -h  >.o  ] 

H —  [y)/!-^-T-  ?./,  j"-î-  ?.o  —  F^  X  -f-  À/,  )--f-  /o  ]. 

Supposons  que  les  termes  multipliés  par  i  et  par  o  disparaissent,  ce 
qui  a  lieu  en  faisant  z'  —  Y'{x,y)  et  z,  =  F,(ir,  j);  l'expression  de  D  ne 
contiendra  plus  que  des  termes  d'un  ordre  supérieur,  et  il  est  facile  de 
prouver  qu'on  pourra  toujours  prendre  i  et  o  assez  petits  pour  que 
cette  valeur  de  D  devienne  moindre  que  la  valeur  d'une  pareille  quan- 
tité pour  une  autre  surface  donnée,  dans  laquelle  les  termes  multipliés 
par  i  et  par  o  ne  se  détruiraient  pas.  Donc,  si  l'équation 

r=V  p,  q 

de  la  surface  donnée  contient  trois  constantes  arbitraires  a,  b,  c.  et 
qu'on  les  détermine  de  manière  à  satisfaire  aux  trois  équations 

z  :=F[x,  y\     z'  ^F'[x,  y],     z,^F,'a:,  j-\ 

il  sera  impossible  qu'aucune  autre  surface  qui  ne  satisferait  pas  aux 
mêmes  conditions  puisse  passer  entre  cette  même  surface  et  la  surface 
proposée  dont  les  coordonnées  sont  x,  y,  z. 

Il  est  visible  que  les  trois  équations  précédentes  ne  sont  autre  cbose 
que  l'équation  même  de  la  surface  donnée,  en  y  changeant  les  coor- 
données/?, y.  r  en  x,  y,  z  et  les  deux  équations  primes  de  celle-ci, 
prises  suivant  x  et  suivant  v,  d'où  l'on  peut  conclure,  en  général. 

(|ue,  si 

V  /J,  ç,  r   r=  o 

est  lÏMiuatiou  de  la  surface  donnée,  les  trois  équations  dont  il  s'agit 
seront  reiiferniées  dans  celles-ci, 

F  X,  j;  :    =0,     F\x,y,z]=o,     F,[x,}%z  =  o, 
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iMi  ivgardaiU  z  (.•oninie  fonction  de  a-  cl  v;  île  sorte  ([lie,  si  l'on  désigne 
siniplenienl  par  F'^o-i.  F'(v),  ¥'{z]  les  fonctions  primes  de  ¥{x,y,z) 
prises  relativiMiient  ào:,  r,  z  seuls,  les  deux  dernii-res  équations  devien- 
dront 

F\^)  +  z'F'[:]  =  o,     F\x]-h  z,¥'{z}  =  o. 

Diinc,  si  la  surface  proposée  est  représentée  par  ré(|ualion 

f{x,  y,  z]  =^0, 

et  que  la  surface  donnée,  qui  doit  avoir  un  point  de  c(uitact  avec 
cclle-lii.  soit  représentée  par  l'équation 

¥[x,  y,  Z;  =o, 

!:i  preinil're  <Ionnera,  en  prenant  li's  fonctions  primes  relatives  à  of  et  i', 

ces  dcux-ci  : 

f'{x]  +  z'f{z]  =  o,    f(y)  +  z,f'[z]  =  o. 

Ces  deux  é(juations  condiiiiées  avec  les  deux  précédentes,  de  manifue 
à  en  chasser  les  dérivées  z'  et  ;,,  on  aura  ces  deux-ci  : 

F'(x)-l'\zy      ¥'{y)-F'(z] 

d'iiii  il  >'ensuit  (jue  les  trois  fonctions  dérivées  /\x),  /'(y),  /'{z) 
doivent   être   respectivement   |)ro|)ortionnelles  aux   fonctions  dérivées 

Fix),V\y),V'{z). 

W.  Si.  dans  rcX|U'ession  généiale  de  la  dislaïu'e  D,  on  dévchqipe  les 
deux  foncti(uis  (ju'elle  contient,  en  poussant  le  (lével(ip[)emenl  jus- 
qu'aux secondes  dimensions  de  /  et  o,  et  qu'on  suppose  ([ue  les  trois 
c{|uations  ci-dessiis  aiciil  dcjii  lieu,  on  aura  sinipleuH'ut 

»  =  T  [2" -  I-""!^. r'J  +  io[z:  -  F:(,t, y)]  +  ^'  [.. -  V„[x,  y]\ 


-2.3 


S.    -^ KA a;,  H A,„, 

■X  'l  2 .  o 
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en  faisant,  pour  abréger, 

A"— /'"(jT  -h  /,/,  y  -i-  lo]  —  ¥"\x  -t-  /./,  y  -^  >.o), 
a;'  =/"  [x  -+-  li,  X  +  7.0)  —  F"(x  -+-  /./,  y  +  lo]. 


Donc,  si  l'équation 

;•  =  F  (  />,  q] 

de  la  surface  donnée  est  telle  qu'on  puisse  encore  satisfaire  aux  trois 
équations 

les  ternies  du  second  ordre  disparaîtront  aussi  dans  l'expression  de  I), 
et  l'on  prouvera  aisément  qu'il  sera  toujours  possible  de  prendre  les 
quantités  i  et  o  assez  petites  pour  que  la  distance  D  soit  plus  petite 
que  la  distance  A  pour  toute  autre  surface  donnée  qui  ne  satisferait 
pas  aux  mêmes  conditions,  d'où  il  suit  qu'il  sera  impossible  ([ue  cette 
surface  passe  entre  la  surface  donnée,  dont  l'équation  est 

/•=F;/>,  ç, 

et  la  proposée,  dont  l'éijuation  est 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  représente  en  général  par 

F(^,  q,  r]  ^o 

l'équation  de  la  surface  donnée,  qui  doit  avoir  un  point  de  contact  avec 
une  autre  surface  dont  les  coordonnées  sont  ce,  y,  z,  les  trois  dernii'res 
équations  seront  renfermées  dans  celles-ci, 

F" \r,  y,  -  =  o,     F;  X,  y,  z'  =  o,     F„  [x,  y,  z]  =  <i, 

en  regardant  z  comme  fonction  de  x  et  >-;  et  ainsi  des  autres. 

On  pourra  donc  étendre  aux  surfaces  la  théorie  des  contacts  de  dill'e- 
rents  ordres  que  nous  avons  exposée  relativement  aux  lignes  courbes 

IX.  34 
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cl  fil  déduire  des  résultats  semblables.  Ainsi,  pour  le  contact  du  pre- 
mier ordre,  on  aura  l'équation 

F(x,  j,  s)=o 

avec  ses  deux  é(jualions  primes  suivant  .r  et  v;  pour  le  contact  du  se- 
coml  ordre,  on  aura,  outre  les  trois  é(]ualions  précédentes,  les  trois 
équations  secondes  de 

suivant  x,  suivant  y,  et  suivant  x  et  v;  et  ainsi  de  suite. 

42.    Prenons,   pour  la  surface  donnée,  la  splii'i'c  dont  ré(]ualii)n  la 
plus  fiéiu'rale  est 

[/;  —  «)--+-  [ij  —  />)-  +  (''—  c'i-  =  d-, 

/>.  (j,  r  étant  les  trois  coordonnées  d'un  point  (|uelconque  de  sa  sur- 
face, a,  h,  c  les  trois  coordonnées  qui  détermiiu'ul  la  position  du 
centre,  et  d  le  demi-diamètre  ou  le  rayon. 

En  chan£;eant  dans  cette  équation  p,   </,  r  eu  x,  y,  z,  et  prenant 
ensuite  les  deux  é(iualions  primes  suivant  x  et  v,  on  aura  ces  trois 

é(|uations, 

X  —  a)-+  [y—  b)--\-  [z  —  c]-  —  d-  —  ii, 

X  —  «  +  S'(2  —  c)  =  (), 

y—  b  +  2,(3  —  t)  =  o, 

par  lesquelles  on  pourra  déterminer  d'abord  les  trois  constantes  a,b,c; 

on  trouvera  ainsi 

dz' 


\j\-\-  z'--v-  zr 

,  dz, 

v'i  H-  2'-+  zr 


^/i  -V-  z'--H-  zr 

et  le  rayon  d  sera  encore  arbitiaire. 

La  splièrc   déterminée  par  ces  éléments  sera   donc  tangente  de  la 
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surlace,  et,  par  conséquent,  son  rayon  sera  perpendiculaire  à  la  même 
surface.  Ainsi,  en  regardant  la  valeur  de  ce  rayon  comme  iudélcrminée, 
les  trois  quantités  a,  h,  c  seront  les  coordonnées  de  la  perpendiculaire 
à  la  surface,  cl  étant  variable  et  .r,  r,  z  constantes. 

Si  l'on  veut  avoir  ces  éléments  a,  0,  c,  ainsi  que  les  angles  a  et  jî  du 
n"  39,  exprimés  en  différentielles,  il  n'y  aura  qu'à  représenter  les 
fonctions  dérivées  =',  s,  par  les  différences  partielles  — ?  — ■ 

43.  Pour  que  la  sphère  devienne  osculatrice  de  la  surface,  on  aura 
encore  trois  autres  équations,  qui  seront  les  trois  équations  secondes 
de  la  première  équation  ci-dessus;  mais,  comme  il  ne  reste  plus  qu'une 
arbitraire  d,  il  est  clair  qu'on  ne  pourra  pas  satisfaire  à  toutes  ces  équa- 
tions, (l'où  il  suit  qu'il  est  impossible  de  trouver  en  général  une  sphère 
osculatrice  d'une  surface  comme  on  trouve  le  cercle  osculateur  d'une 
courbe. 

Si,  au  lieu  d'une  sphère,  on  voulait  employer  la  surface  formée  par 
la  rotation  d'un  arc  de  cercle  autour  de  sa  corde,  comme  on  aurait  dans 
l'équation  de  cette  surface  six  constantes  arbitraires,  on  pourrait  alors 
déterminer  ces  éléments  de  manière  que  le  contact  du  second  ordre 
eût  lieu  en  général  avec  une  surface  quelconque.  Il  en  serait  de  même 
pour  toute  autre  surface  dont  l'équation  renfermerait  au  moins  six 
constantes  arbitraires. 
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CHAPITRE  IX. 


IIKS  SPHÈRES  OSr.LIATRICES.  DES  LIGNES  DE  PLUS  GRANDE  ET  DE  MOINDRE  COIRRI'RE. 
PROPRIÉTÉS  DE  CES  LIGNES. 


■4-4.  Nous  venons  de  voir  que,  parmi  loiilos  les  sphères  louchantes, 
il  ne  peut  y  en  avoir  aucune  qui  (levieniie  pro|»reuient  oscuhilrice  de  hi 
surface;  mais  on  peut  toujours  déterminer  celle  qui  sera  osculatrice 
d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  même  surface.  Pour  cela,  il  n'y 
aura  qu'à  supposer  v  fonction  de  ce,  comme  dans  les  courbes  à  double 
courbure,  et  prendre,  dans  cette  hypothèse,  les  é(|ualions  primes  et  se- 
coniles  de  l'équation  de  la  sphère 

(.r  —  ai-  +  {)■  —  h)--{-  [z  —  cl-—  rf-=  o. 

F/é(|iiation  primo  sera 

X- rt -+-j-'(r  —  /')  -t- (2'+r'2,)(3  —  c)  =  r,, 

eu  r(!gardant  toujours  =  comme  fonction  de  x  et  j,  dont  les  deux  fonc- 
tions primes  sont  z'  et  =,,  et  ensuite  y  comme  fonction  de  r,  dont  y 
est  la  fonction  prime.  On  trouvera,  de  la  même  manière,  cette  équa- 
tion seconde  : 

I  -^)'--^y'[y—  b)  +  [z'  +  y' z ,)- ^-  (3"-t-  ■>.r'z',->r)-'-z„-\-y"z,\{z  —  c)  -:-  o. 

L'équation  prime  est  déjà  remplie  par  les  deux  é(jualions  [)rinies  du 

11"  ïl  : 

X  ~  a-h  z'[z  —  c'J  =  o,     )•  —  l>  -h  z,[z  —  c)  =  o. 

Ainsi,  il   ne  reste  (ju'à  satisfaire  à  l'équation   précédente,  bupicllc  à 
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cause  dey  —  b  -h  z^{z  —  c)  =  o,  se  réduit  à  celle-L-i 

I  -!-_t'--+-  l's'-t- >-'3, 1-4-  {z"-+-  iy'z',-hy'-z,,)  l'j  —  r  ;  =  o. 

Si  donc  on  suhstitue  dans  cette  équation  la  valeur  de  c  trouvée  ci- 
dessus  (numéro  cité),  on  en  pourra  tirer  la  valeur  de  c/,  et  l'on  aura 


d  =  — 


[ I  +  r'-  +  (  z'  -H  r'z,  ]  -] 


■îjz,-+-}-'-z„ 


Connaissant  ainsi  le  rayon  d  de  la  sphère  osculatrice,  on  aura,  pai» 
les  formules  du  même  numéro,  les  valeurs  des  coordonnées  a,  b,'c  du 
centre. 

45.  La  quantité  r'  qui  entre  dans  les  expressions  précédentes  dé- 
pend de  la  courbe  qui  est  la  projection  de  celle  qu'on  suppose  tracée 
sur  la  surface.  Cette  courbe  étant  arbitraire,  on  peut  chercher  celle 
dans  laquelle  le  rayon  de  courbure  d  sera  un  niaxinuiui  ou  un  inini- 
niuni ,  et,  pour  cela,  il  n'y  aura  qu'à  égaler  à  zéro  la  fonction  prime  de 
l'expression  de  d,  regardée  comme  fonction  de  r'  (n°  26;.  Mais,  pour 
simplifier  le  calcul,  nous  observerons  que,  puisque 


d^    Z  —  c  'V  I  -i-  2'-  -H  î,- , 

le  maximum  ou  minimum  de  d  relativement  à  j' répondra  au  maxi- 
mum ou  minimum  de  c;  ainsi,  il  n'y  aura  qu'à  prendre  ré(|uation 
prime  de  la  dernière  équation  ci-dessus  entre  c  et  y',  en  supposant 
nulle  la  fonction  prime  de  c,  c'est-à-dire  en  ne  regardant  (]ue  v'  comme 
variable.  On  aura  de  cette  manière  l'équation 

y  ^  ^, \ ^'  -+- )"''•)  +  ( 2;  +r's„;  [z  —  c]  =  o, 

qui,  étant  combinée  avec  la  même  équation,  servira  à  déterminer/'  et  c. 
Si  l'on  multiplie  cette  équation  par  y',  et  qu'on  la  retranche  de  ré([ua- 
lion  dont  il  s'agit,  on  aura  celle-ci,  plus  simple, 

1  -*-  z'--\-y' z'Zi+  [z"  +  y'z,][z  —  c)  =  o, 
(|ue  l'on  combinera  avec  la  précédente. 
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I';ii-  rclimiiiation  de  z  —  c,  on  aura  iiiio  équation  cm  v'  de  celle  l'oi'iiic, 

A/--  H.)'— C^^o. 
en  l'aisaul,  pour  alnégcr. 

B=[,  +  z'"-)z„-{i-hzr)z", 
C=[i  +  z"']z:  —z'z,z", 

cl  la  rcsolntiiui  de  cette  équation  donnera 


_,_B±j/IP_H-_4AC 


r= 


2  A 


e(|uali()ii  du  |ireMiier  ordre  eu  x,y  et  r',  puisque  r  élaul,  par  la  nature 
de  la  surl'ace,  une  roncti(Mi  donnée  de.ret  Vv  les  (|naulilés  A,  B,  C  se- 
ront aussi  des  fonctions  données  de  a;  et  v.  Donc  ré(iuation  primitive 
en  j;  et  V  renf'ernu'ra  une  constante  arbitraire  et  représentera  une  infi- 
nité de  courbes  (|ui  seront  les  projeclions  des  lignes  de  plus  grande  cl 
de  moindre  courbure  de  la  suriaci'  [)roposée. 

Si  l'on  combine  les  deux  équations  ci-dessus  de    nianii're  à   faire 
disparailic  les  lernu's  où  )''  et  z  —  c  se  trouvent  ensenilde,  on  en  tirera 

[,-hz'"-)z..-z'z.z:-  \y' 


Donc,  substituant  la  valeur  de  v'  et  (aisanl  de  plus 


:z':,z,—    I 


Kd:v^|{2-(-4AC 


cl  de  lii 


(E±:v'I<--4-4AC)  yi  +z'--+zr 
Az"z,-z,^] 


d'où  Ton  voit  (|ue  les  deux  valeurs  du  radical  donnent  l'uiu'  le  niaxi 
niuin  cl  l'autre  le  niininiiiiii  du  ravon  d. 
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Il  y  a  donc,  à  chaque  point  de  la  surface,  deux  branches  qui  se  coupeni 
et  qui  répondent  l'une  à  une  li-nc  de  plus  i;rande  et  l'autre  à  une 
ligne  de  moindre  courbure,  et  l'angle  sous  lequel  elles  se  coupent  dé- 
pend de  la  double  valeur  de  la  quantité  y,  qui  est  égale  à  la  tangente 
de  l'angle  formé  par  la  tangente  de  la  courbe  de  projection  sur  le  plan 
des  07  etjK  avec  l'axe  fixe  des  x.  Or,  comme  la  position  de  ce  plan  est 
arbitraire,  on  peut  la  prendre  de  manière  qu'il  coïncide  avec  le  plan 
langent  de  la  surface;  alors  la  projection  de  la  courbe  se  confondra  avec 
la  courbe  même,  et  les  deux  valeurs  de  y  deviendront  les  tangentes 
des  angles  que  les  tangentes  des  deux  branches  de  plus  grande  et  de 
moindre  courbure  feront  avec  une  même  ligne;  par  conséquent,  la  dif- 
férence de  ces  angles  sera  l'angle  cherché  sous  lequel  ces  branches  se 
coupent;  donc,  nommant  x  et  fi  les  deux  valeurs  de  y,  la  tangente  de 
cet  angle  sera,  par  les  formules  connues. 


v/B-H-iAC 


xfi 


Mais  il  est  facile  de  voir,  par  les  formules  du  n°  38,  que,  pour  que  le 
plan  tangent  d'une  surface  coïncide  avec  le  plan  des  x  et  r,  il  faut  que 
les  valeurs  de  :;'  et  ^,  soient  nulles.  Faisant  donc,  dans  les  expressions 

de  A,  B,  C, 

z'=  o,     ?,  ^  o. 


ce  qui  donne 


A-C  =  o. 


Ainsi  la  tangente  de  l'angle  doiîl  il  s'agit  sera  infinie,  et,  par  consé- 
quent, l'angle  sera  droit,  d'où  l'on  doit  conclure,  en  général,  que  les 
lignes  de  plus  grande  et  de  moindre  courbure  d'une  surface  ([uel(()n(|iic 
se  coupeni  toujours  ii  angle  droit. 

46.   La  propriété  du  maximum  et  du  iiiiiiiuiiim  n'est  pas  la  seule  ipii 
caractérise  ces  lignes:  elles  sont  encore  distinguées  par  rapport  à  leurs 
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ili-veloppt'fs.  En  ellct.  si  l'on  thorchc  les  conditions  nécessaires  pour 
(|iio  le  rayon  de  cou rh me  soit  partout  taiii^cul  ii  la  courhc  des  cculres. 
on  trouvera,  par  des  considérations  seiuhlahles  à  celles  du  u"  35,  ap- 
pliquées aux  expressions  des  coordonnées  a.  h,  c  de  cette  courbe 
(n°42),  que  ces  conditions  se  réduisent  à  ce  (|ne  les  valeurs  des  fonc- 
tions primes  a  ,  b  ,  c  soient  les  mêmes,  soit  que  la  (|uantitc  d  soit 
seule  variable  ou  (jne  les  quantités  x,  >-,  :;  varient  en  même  temps 
que  d.  Ainsi,  si  l'on  prend  les  équations  piimes  des  trois  é(inalions 

[x  —  a]-+  [y  —  b)--h(z  —  c]-=d-, 
X  —  rt -H  z'(z  —  c)  =  o, 
r  —  /'  +  Zi{z  —  c)  =  o, 

d'où  résultent  les  valeurs  de  a,  b,  c,  il  faudra  que  la  partie  due  à  la 
seule  variation  de  :r,  v,  :;  soit  nulle.  Or  il  est  visible  que  la  seconde  et 
la  troisii-me  équation  rendent  nulle  cette  partie  dans  l'équation  |»rime 
de  la  preiiiii-re  é(|uation;  donc  il  suffira  de  prendre  les  équations  primes 
des  é(|uations 

X  —  rt  -t-  ;\z  —  C;  =:  G,    }■  —  b  -h  z,  z  —  c  1  =  o, 

en  regardant  a,  b  et  c  comme  constantes.  Ces  équations  seront  donc, 
en  regardant,  comme  ci-dessus  (n''44),_}'  comme  fonction  de  x,  et  z 
comme  fonction  de  x  et  y, 

I  -t-  :;'-  -f  j'3'r-,+  [z"+j'z',][z  —  f)  =:  o, 
/4-  z,z'-i-/:r   4-  [z,  +r's„)(r  -  c)  =  o, 

et,  si  on  les  compare  aux  deux  é(|ualions  du  numéro  précédent,  qui  dé- 
terminent le  maximum  et  le  minimum  de  d,  on  voit  qu'elles  sont  iden- 
tiquement les  mêmes,  d'oii  il  suit  (|ne  les  lignes  suivant  lesquelles  le 
rayon  de  courbure  sera  tangent  de  la  courbe  des  centres  sont  les 
mêmes  que  celles  de  la  plus  grande  ou  de  la  moindre  courbure. 
Mais  les  expressions  de  a,  b,  c  du  n"42  donnent,  en  ne  faisant  va- 
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rit'i' 

qiif  (-/, 

d'z' 

n    r—          ■ 1 

y  i  -+-  a'--f-  zf 

U-                ^^           . 

V'I  +  2'-+  ZT 

,_                         d' 

\   '  ^2'-+-.- 
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d'où  l'on  lire 

et  par  consé(|iit'iit 


n'--r-  /'■--+-  c'-=^d''-. 


V'fl'-  ~  b'-  -{-  c"-. 


d'où  l'on  conclura  (n"37  que  la  quantité  d  sera  égale  à  l'arc  de  la 
courbe  dont  a,  h,  c  sont  les  coordonnées.  Ainsi  cette  courbe  sera  la 
véritai)le  développée  des  liiiues  de  plus  grande  et  de  moindre  coui- 
bure,  et  réciproquement  il  n'y  aura,  sur  une  surface  quelconque,  que 
ces  lignes  qui  puissent  avoir  une  développée  formée  par  les  rayons  de 
courbure. 

Ces  propriétés  des  surfaces  sont  très-curieuses  et  méritent  toute 
l'attention  des  géomètres;  elles  donnent  lieu  surtout  à  îles  applications 
importantes  pour  les  arts.  /'orVles  Mémoires  de  lie/ /in  poui'  l'année  1  -60, 
les  Tomes  IX  et  X  dfs  Mémoires  présentés  à  l  Académie  des  Sciences,  et 
V Application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  par  M.  Monge. 

Au   reste,   pour  traduire  ces  formules  en  Calcul  dillérenticl.  il  n'y 

...  ,      „         dr    «?->-.,  „       ■  <lz    dz    fl- z 

aura  qu  a  changer  r ,  y  eu  -y-i  ~~  et  ;,:;,::  ,  :;,,  z   en  -,-■,  -7-»  -j—,^ 
T  '       „      y  clx    dx-  '  "         (Ix    dy    <lx- 

j/^z      d^ 
dxdy    dy- 
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SOLITION  DES  QIESTIOXS  DANS  LESQUELLES  ON  PROPOSE  UNE  RELATION  ENTRE  LES 
ÉLÉMENTS  DU  CONTACT  DU  PREMIER  ORDRE  DES  SURFACES  COURBES.  CONSTRUCTION 
DE  CETTE  SOLUTION.   ÉQUATION  DES  SURFACES  DÉVELOPPABLES. 


47.  On  peut  proposer,  sur  les  (llirércnts  contacts  dos  surfaces,  des 
pioldi'Mies  analogues  à  ceux  qui  nous  ont  occupés,  relativement  aux 
lignes  courbes  (Chap.  Ill),  et  les  résoudre  par  des  principes  semblables. 
Nous  nous  contenterons  ici  déconsidérer  les  contactsdu  premier  ordre. 

Suivant  les  l'ormules  du  n"41,  si  l'éciualion 

V{p,  q,  /•:  —  o 

(le  la  surface  donnée  conticnl  li'nis  coiislanlcs  arbitraires  <7,  h,  c,  pour 
(|ue  celte  surface  ait  un  conlact  du  |)remier  ordre  avec  une  surface 
(|ueleonque  rapportée  aux  coordonnées  r.  v,  r,  il  faul  déterminera. 
h,  c  en  X,  v,  z  par  les  trois  éipialions 

T[x,y,z]-—o,     V[x,y,z)=^o,     F,(jr,  _j',  z)  =  o, 

dont  les  lieux  dernif'resse  réduisent  ;i  la  forme 

?'[x)  +  z'T[z)  =  o    ei    F'(7)  +  z,  F'(2)  =  o. 

Donc,  si  la  question  est  de  trouver  la  surface  pour  l;i(|iielle  les  trois 
(déments  du  contact  n,  h,  c  auront  entre  eux  une  relation  déterminée, 
il  f;nidra  substituer,  dans  ré(|iialioii  (|ui  exprime  celte  ndalion,  les 
valeurs  de  a.  h,  r,  et,  si  cette  éipiatioii  est  entre  les  (|uanlilés  a,  h,  c  et 
■r,  y,  z,  on  aiuii   une  é([Malion  ilii   |)remiei'  oi<lre  en  -v,  y,  z,  :'  et  z^. 
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(|ii"(in  pdiura  liaitor  par  la  iiiiHlitido  générale  du  n"  92  de  la  pirinière 
Partie. 

Mais,  si  l'équation  dont  il  s'agit  n'était  qu'entre  les  trois  (|uantités  a, 
l>,  c,  la  solution  du  problème  serait  beaueoup  plus  simple.  En  effet,  il 
est  clair  qu'on  peut  alois  supposer  que  les  quantités  a,  b,  c  soient 
constantes,  et,  dans  ce  cas,  l'équation 

sera  l'équation  primitive  de  l'éciuation  du  premier  ordre  donnée  par  les 
conditions  du  problème,  en  y  substituant,  pour  une  des  trois  con- 
stantes a,  b,  c,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  donnée;  on  aura  ainsi  une 
équation  primitive  qui  ne  sera  que  particulière;  mais,  comme  elle  ren- 
ferme deux  constantes  arbitraires,  on  pourra,  par  la  méthode  du  n"  83 
de  la  première  Partie,  trouver  l'équation  primitive  générale  qui  don- 
nera la  solution  complète  du  problème. 

On  fera  donc,  suivant  cette  méthode,  6  =  o;a),  si  a  et  b  sont  les  deux 
constantes  arbitraires,  et  l'on  éliminera  a  au  moyen  de  l'équation 

F  (  J-,  y;  z"]  =  o 

et  de  son  équation  prime,  prise  relativement  ii  la  seule  (|uanlité  a, 
équation  représentée  par 

V'{fc]  -+-9'(«)  F'(i>)  =  o, 

en  dénotant  par  F'(a)  et  F'(è)  les  fonctions  primes  de  F(a;,  y,  =)  rela- 
tivement aux  variables  isolées  a  et  b. 

48.  Pour  voir  comment  le  système  de  ces  deux  éipialions  satisfait 
au  problème,  on  observera  d'abord  que  l'équation 

Fi  .r,  y,  z  ]  =:  o 

représenté  la  coiiriic  donnée  avec  hujuelle  la  pioposée  doit  avoir  un 
contact  du  premier  oidre;  ainsi  cette  é(|uation  résout  le  problème. 
•  [uelles  (|ue  soient  les  constantes  aibitraires  a  et  /'.  >Iais,  c(unnic  le 
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coiiliicl  (loiiKHitlc  par  lo  pi'oltli'mc  oxii^o  sciilcnifiil  (|ii('  los  valeurs  di-  r 
t't  (le  SOS  deux  l'ourtions  priuu's  z'  cl  r,  soii'iil  les  nirnics  puni-  les  deux 
i-ourhes,  il  s"«'usuit  qu'il  aura  égalciiiiMil  lieu  en  supposant  a  l't  />\;i- 
riahlfs,  pourvu  qut'  ces  fonctions  primes  soient  cncoïc  les  incmcs. 
Or.  c'est  |)récisément  ce  qui  résulte  du  systi-nic  des  deux  é(|nations 
dont  il  s'agit,  comme  on  peut  s'en  convaincre  par  le  numéro  cité. 

Nous  observerons  ensuite  que  la  surface  représentée  par  le  système 
de  ces  équations  ne  sera  autre  chose  ciue  la  siiiiaec  formée  par  l'inter- 
seelion  eoiiliimeile  des  surfaces  représentées  p:ir  la  iiième  é{|ualiou 

T  x,y,  z)—o, 

en  y  faisant  varier  le  paramètre  a,  de  manii're  que  cette  surface  lou- 
chera on  enveloppera  à  la  fois  toutes  ces  did'erentes  surfaces  particu- 
lii'res.  Kn  clfet,  si  l'cni  représente,  ce  qui  est  permis,  cette  surface 
env(doppante  par  re(|uation 

F  .r,  v,  "  ^  —  f>, 

dans  la(|ue||e  a  soit  une  quantité  vai'ialiie  i|iiilri)!i(|iie,  et  (|u'()ii  eiiercjie 
il  déteiiiiiiiei'  celle  (|uanlilé  de  mauil're  i|iie  ht  même  surface  toUChe 
successivement    toutes    les    surfaces    données,    il    faudra    satisfaire   à 

ré(|uation 

F'{a)  +  o'^«)  f'[l>)  =o 

puni'  (|Me  les  valeurs  de  :'  et  0,  soient  les  mêmes  (|ue  celles  des  sur- 
faces enveloppées,  (leci  répond  à  ce  (ju'oii  a  trouvé  plus  haut  (n"  t9), 
reliitivement  aux  lii:nes  courbes. 


ill.    l'uisijue  ré(|uali(in 


F  ;  X,  y,  3  )  =  o 


lenferme  les  trois  arbitraires  a,  h,  c  (|ui  doivent  élre  déterminées  par 
la  combinaison  de  cette  équation  avec  ses  deux  équations  primes  prises 
relativement  à  a;  et  v,  en  re^'ardant  a,  h,  c  comme  constantes  n°  47!, 
si  l'on  i-e^'arde  mainleiiaiil  ces  quantités  eomme  do  fonelions  de  x  et 
y,  il  e>t  cliiir  (|u'ou  a(ir;i  aussi  séparément  les  deux  e(|ualiniis  pi'imes 
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(le  la  même  équation  relalivement  à  cos  quantités.  Ainsi,  en  désignant 
par  F'(a),  ?'(/>).  F'(c)  les  fonctions  primes  de  la  l'onction  V\x,y,z} 
prises  relativement  aux  seules  (juanlités  a,  h,  c  considérées  séparé- 
UH'ut,  on  aura  encore  ces  deux  équations  prinu'S  : 

a  V'{n)  +  b  V'\l>]  +  v'  F\c-)  =  o, 
a,  F'(rt)  -I-  b,  Y',b)  h-  c,  F'(c)  —  o. 

Soit 

c=f[a,  b) 

i'e(|uation  (|ui  exprinu'  la  relation  donnée  enlre  les  (|iuintites  a,  l>,  (\ 
en  prenant  de  même  les  deux  é(|uations  pi'imes.  on  aura 

<•■'  =  «'/'(«;  -+-  i>'.f'[i>)f 

c,=^a,f{n)  +  b,f[b], 

/'  rt  et/  h<  étant  les  deux  fonctions  primes  de /i  a,  /v  prises  relati- 
vement à  a  et  />  isolées.  Substituant  ces  valeurs  de  c'  et  c,  dans  les 
deux  éqnaticuis  précédentes,  on  aura 

«,[F'(«)  +./■'(«)  F'('--)]  +  /',[F'(^)  +/'(*)  !"'('')]  =  ". 
d'où  l'on  tire  celte  équation 

a' h,  —  b'ii,  ^=  o, 

uii  la  fonction  desii;née  [)ar  la  caractéristique  /'  n'entre  plus. 

Si  donc  on  substitue  dans  cette  équation  «V^,  — /5» a,  =  o  les  valeurs 
de  a,  h  eu  .r,  v,  r..  :'  et  ;,,  on  aura  une  équation  du  second  oi'dre.  dtuit 
ré(juation  priniilive  du  premier  ordre  sera 

r^f  a,b], 

la  i'oMiMioii  designée  par  /  élant  arbitraire;  cl  re(iuation  [uiiuilive  de 
c(dle-ci  cuire  .r,  r,  ^  sera  le  systémi'  de  ré(|ualion 

F[x,  y,  z]=^Q 
cl  de  sou  é(pialion  prime,  [uisc  rclalivcuM'nt  ;i  a,  a|>ri's  y  avoir  substi- 
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lue  /  II.  /'  poiii'  <■  l'I  -  (I  [iiMir  A,  l:i  riiiiclidii  o  a  cliiiil  la  scrdiiilc 
rmiclioii  arliiliaii'c.  Ainsi  (iii  |»((iina,  de  relie  inanièie,  Inuner  rei|iia- 
tioii  |)riiiiili\i'  lie  liuile  e(|iiali(iii   (lll  seeoiul  ordre  lediictiMe  à   la  roiiiie 

al>,       l>.i,       .., 

il-  (|tiaiililes  (/,  /'  riaiil  dediiiles  d'une  é(|nali(in  (jiiel((in(|ne 

I"   .r,  r,  r,  ((,  /',  c    ^  o 

rnire  lev  (piaiilites  .)  .  v.  c.  (/.  /',  r  el  de  ses  denx  éipialinns  primes 
|iii-.eN  dim-,  riivpnllii'x-  de  il.  h.  c  eunslanles,  ee  (|ni  loiirnil  nne 
nielliixle  iiii|Mii'lanle  |ioni-  les  |iicii;irs  de  l'analyse  inxcisedes  ronelidus 
lie  deii\   \aiialiles. 

.")(>.  .\|i|di(|iion>  la  lliediie  |iiéeedeMle  aii\  [dans  lani:cnls.  Nons 
aviiiis  liiinve  |dus  liani  i|ue  les  elénienls  u.  //.  c  du  ediilael  d'un  plan 
lepi'escnle  |iar  l'ecinatidii 

/■  ;  -  a  A-  hji        I  ij, 
-uni   expiinie^  ain^i  : 

Il       :       .j  :'       y:,,     l>       z' ,     r    :  ;,. 

Duiir.  vj  l'nii  ;i  une  é(]Malinn  (pielei)n(|ne  enlre  ces  Ifnis  (inantili's, 
hii|ih'lli'  dnnni',   par  exemple, 

r        r  <t.  I'   ■ 

ri-(|natiiin  piimillve  de  l'clle  eipialion  i\\\  premier  oiilre  sera  repré- 
-i-nli'e   par   le   >\sleme   de   ee^deMX   e(piali(ins, 

-   —  Il  -r    r  '->  <i    -t-  >y  I  ".  V    "  !• 
\ -r- X -y  (I    ~\- y  f    ll\z^  o, 

en  deniilan!  par  o  ii  el  f  a  les  Conelions  primes  de  o  a  el  de 
l\ii.  ■.  Il  I  i'elali\es  il  (i.  I.a  ipianlili'  il  devr'a  èlre  idiminee  pour  avoii' 
une  ei|iialiiin  en  r,  v,  r,  el  la  riinelinn  o  <i  sera  la  runrliiHi  ariii- 
iraire. 
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dette  ('((nation  sera  donc  celle  de  la  surface  fornK'e  par  rhitersection 
continuelle  de  tons  les  plans  i'cpr(''sentés  par  l'équation 

3  =  rt  -t-  jTçfrt)  +  y'f\_a,  9(«)]. 

en  faisant  varier  successivement  le  paramètre  a;  ce  sera,  par  conse- 
(jucnt,  une  surface  dév(doppalile,  puis(|u'on  peut  concevoir  que  le  ni(''nie 
|)lan  tangent,  suppos(''  flexible  et  inextensible,  s'applique  et  se  plie  sni' 
la  surface,  sans  duplicature  ni  solution  de  continuité,  et,  réciproque- 
ment, que  la  sui'face  s'applique  et  se  développe  sur  le  même  plan  sans 
se  briser  ou  se  replier. 

Puisque  a  =  z—xz'—yz^  et  b—z',  on  auia 

a'^^^.xz"  —  yz',,     0^:=: -^  xz',  — yZi,,     b' —- z" ,     b,— z',\ 

donc  l'équation  (n°49) 


deviendra 


(t'l>^  —  a^b'  ::=■  O 

[xz"  -h  yz',]z',  —  [xz,  -h  fz ,,]  z"  =^  o, 
savoir 

z',-  —  Z"Z„^:^  O. 

Ce  sera  l'équation  générale  des  surfaces  développables,  dont,  par  cun- 
séquent.  Inéquation  primitive  sera  le  système  de  ces  deux-ci, 

2  =  ft  +  .r  cp(a) +;■■/(«)     el     i  +  «  ç'(a)  +  j/'^rt)  =  o, 

o(a)  et  f{a)  dénotant  deux  fonctions  arbitraires  de  a.  Voir  le  Tome  \ 
(les  A'Oi'i  Commentarii  de  Pétersbourg  et  les  Ouvrages  déjà  cités  ;i  la  tin 
•  In  ('bapilre  précédent. 


■IHO 
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CIIAI'ITIU:  \l. 

its  III  s  i.iiVMiKs  11  i)i.s  M(tiM)i!i:s  OKDONM.i'.s  iHS  sn.iAcrs  (:(Mr,lîl,S.  soi.nioN 
t.iMi.M.r.  nr.s  ui  istihns  w.  maximis  i.t  mimmi-.  mami:i;i:  m:  hisn.Nci  i:r.   i.i:s 

MWIMV    |il>   MIMMA    DANS    l.KS   lONCIIONS    W,   l'I.lMKI US   VAr.lAlU.r.S. 


.'il.  Si  l'on  (IriiiMiiilc  li's  plus  i:r:imlcs  cl  les  inoiinliTs  (pr(!iiim(''cs 
,riili.'  Miii-i.c  .ioiini'c,  il  est  ;iisc  de  cniicrvoir  (|irclli--  ni'  |iclivclil 
r.|Miii(|ir  (iir;iii\  |ii.iiil>  oii  \v  |il;iti  hiiiiiciil  ilvviriil  |i:ii;illi'lc  ;iu  pliin 
i|.'>  .(  ri  -i  :  (l.iiii-  un  iiiiiM,  <l;iiis  ces  |i(Hiils,  l;iii,H7.  —  i>,  '■!,  |);ir  ((iiisc- 
(|iiciil     n"  3!<  . 


iiiii  ne  |H'iil   ;i\iMi-  lien  (|ii'('M  r;iis:iMl  ;i  In  l'oi- 


i.i-  Miiil  l;i  jr^  iniidiliniis  iMTcssiiircs  |)uiir  t\\ti-  roidoriiii'C  z  (lc'\  iciiiic 
lin  iM:i\ininni  un  un  ininininni. 

{'nixini'  r  |icnl  ri'|ni'M'nlcr  niir  ruiii'linii  i|iic|ciiiii|iir  dr  .r  cl  r,  on 
iMi  i-iinclni:i,  fn  L:riirr:il.  <|nr,  |innr  (|n'niir  riiiirlinii  de  Ariw  \;iii;ild('> 
di-\irnnf  ni!  iii;i\iniiini  un  un  iiniiininiii.  il  I;miI  (pic  ses  dcii\  hnniinns 
iiiinii'^  i<d;ili\c>  il  idnirniir  ilr  ^^•^  \:Hi:dilc>  xiicnl  iinllrs. 

M;ii-.  lin  priil  |i:irvi'iiii-  din-rlcini'iit  ;i  relie  cdin  lii>inn  |i;ir  l;i  rniisi- 
dfi;ilinii  di'^  rniirli(in>  li'nni'  sriilc  v;ii-i;ddr.  sniv;iiil  la  llicdiic  du 
n'  2î.  rt  liMiiMi-  III  nM'iin'  ti'iii)i-'  Ir-  i-iiiiili I ions  iii''iTS>;iir('s  |MMn-  ijur 
II'  niiixiniiini  mi  ininiiniini  nil  lien,  lui  ell'el,  ;  ehiiil  luiiclinn  de  ,r  el 
>'.  ini  jHiil  >ii|i|iii^ri  d';dinrd  r  donné  cl  eliendier  le  iiKixininni  ou  iniiii- 
iiinin  de   :  rel;ili\eiiieiit  il  v;  on  :iiir;i  pour  eela  re(|ii;ilion 
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et  oiisuite  ^„<o  pour  le  maximum  ot  ^opour  le  miiiimiim.  Si  (loue 
on  substitue  dans  :  la  valeur  de  y  tirée  de  ré(|uatioii  :,  — o,  cette  ([iian- 
tité  z  deviendra  une  simple  fonction  de  x  et  sera  déjà  un  maximum  on 
minimum  relativement  à  r.  Il  n'y  aura  donc  qu'à  la  rendre  encore  un 
maximum  ou  minimum  relativement  à  la  (juantilé  x,  qui  avait  été 
supposée  constante;  or,  j  devant  maintenant  être  regardée  comme  une 
fonction  de  x  donnée  par  ré(juation  =,=  o,  il  est  clair  ([ue  la  fonction 
prinu'  de  z  relativement  à  x  ne  sera  pas  simplement  :;',  mais  z'-hy'z^, 
et  sa  fonction  seconde,  relative  aussi  kx,  sera  z"-h  ■j.v'z'.-hy'z^^+y'z^, 
en  désignant  toujours  par  j'  et  j"  les  fonctions  primes  et  secondes  de 
y  relativement  à  x.  On  aura  donc 

r'4-T'-,=  (), 

et,  connue  on  a  déjà  r-,=  (),  cette  seconde  é(juation  se  réduira  h  z'=(). 
de  sorte  qu'on  aura,  pour  la  détermination  de  .r  etj)',  les  deux  rondi- 
tions 

comme  plus  liant. 

3Iaintenant  il  fau<lra,  de  plus,  que  l'on  ait  r.' -l-2y;',+j'^s,,+j"r,<() 
pour  le  maximum,  et  ><>  pour  le  minimum;  mais,  comme  j  doit  être 
déterminée  par  l'équation  :,=  (),  y'  le  sera  ])ar  son  é(jnation  prime 

z',  -h y'z^^z  o, 
laquelle  donne 

Ainsi  l'on  aura,  pour  le  maximum, 

z"  —  ^^  <C  o, 
et,  pour  le  minimum, 

z,. 

(ui  l)ien,  puis(iue  r^  doit  être  aussi  ■  ;<)  dans  le  premier  cas  et  >■  o  dans 
1\.  j6 
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h-  sf.'diu!,  il  laiulra  que  l'on  ail,  lanl  \un\v  le  inaxiinuin  que  \un\i  l.' 

iiiiiiiniiiiii, 

I)"()ii  l'on  pciil  (•(tncliiii'  que  les  valeurs  do  .r  cl  ,v  tirées  des  é([iialioMS 
:'—n  cl  ;;  —o  donneront  un  niaxiiniun  on  un  niinininni  suivant  (itu' 
l'on  aura  :,  <  on  >  o,  poni'vu  que  l'on  ail  en  lucnic  temps 


vi'  qui  cnipoile.  coniine  l'on  voit,  la  condition  (|uc  s "  et  :;„  soient  de 
nicinc  sii;nc. 

Dune,  si  z"z  —  z',' =  OU  <(),  il  n'y  aura  ni  maximum  ni  minimum, 
il  moins  que  les  t'onclions  tierces  ne  disparaissent  aussi,  auquel  cas  le 
juiicmcnt  dépendra  des  fonctions  quartes,  et  ainsi  de  suite. 

Il  ne  sufiit  donc  pas,  pour  revistence  du.  niaxitnuiu  on  niininuini, 
(|ue  l'on  ail  ;'<o  et  -„<o  ou  =">o  et  =„><>,  comme  on  pourrait  le 
conclure  du  Chapitre  XI  de  la  seconde  Partie  du  Calcul  cli/fére/iliel 
d'Huler. 

5-2.  il  est  t'ai'ile  d'appli((uer  la  uiélliode  préeéilente  aux  fonctions  de 
ti'ois  varialtles.  Supposons  que  u  soit  fonction  des  variables  .v,  y,  z; 
rej^ardaiit  d'abord  .r  et  v  comme  constantes  et  3  seul  comme  variable, 
on  auiM,  suivant  la  uiilation  déjà  adoptée  (  n"  'J2,  1"'  Partie), 


poui'  la  conditii>n   du  maximum  (iii  minimum,  et  ensuite  „''<<>  pour 

le  maximum  et  .,",-0  pour  le,  minininm.  L'é(|ualion   «  =  0  donnera 

la  valeur  de  z  en  a:  et  v,  qu'on  substituera  on  (pi'on  supposera  snbsti- 

Inée  dans  la  fonction  u,  moyennant  quoi  celte  fonclion,  ne  contenant 

plus  «pie  les  deux  variables  x  et  y,  retombera  dans  le  cas  (|ue  nous 

venons  de  résoudre. 

i'oiir  conslrniie  «les  formuli's  i^'éiiéralcs,   «m   rcuiar«|uera  que,  si   u 

n'était  (pi'iine  fonctinn  «le  x  et  y,  on  aurait  [)our  h'  maximum  l't  le  nii- 

iiimuiM  les  cmiililions 

h'  =  o     et     w,  =  o; 
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nistiilc  pour  le  iiiaximiim  '/„<o  et  pour  If  iiiiiiimurii  w„>(i,  cl 
eiiiii) 

l)our  les  deux  cas.  Mais,  puisque  u  ooutient  de  plus  s,  qui  esl  elle-même 
wwc  fonclion  de  x  et  r,  les  valeurs  des  foiielions  désignées  par  u  ,  ii,. 
u  ,  ...  ne  seront  pas  simplement  exprimées  par  ces  quantités,  mais  il 
faudra  y  ajouter  les  termes  qui  doivent  provenir  de  la  (juantité  z, 
r'egardée  comme  fonction  de  x  et  )'.  Ainsi,  en  prenant  les  fonctions 
primes  et  secondes  de  u,  on  trouvera  que  la  quantité  li  devient 
ii'-h^uz',  que  la  quantité  u^  devient  w,+  ,wi;,,  (jue  la  quantité  «"devient 
u"-h  1  ,u' z' + ,u  z"  ■+■  ji  z"- ,  que  la  quantité  u^^  devient  u^A-iii^z^^uz^+^^uz; 
et  ([ue  la  quantité  lï,  devient  u,-\-  jt ^z'  +  ^ii  z ^  +  ^uz',-{- ^^uz' z ^. 

Donc  on  aura  d'a'iord,  pour  le  maximum  ou  minimum,  les  deux 
comlitions 

de  sorte  qu'à  cause  de  // =  o  on  aura  ces  trois  équations 

«'=0,       t,',  =ro.       ^ll^O, 

c'est-à-dire  les  trois  fonctions  primes  de  u  relatives  à  .r,  r,  --,  cliacune 
égale  à  zéro. 

Ensuite,  à  cause  de  ,«  =  0,  on  aura 

ll„  +  ?.  //,  -,  +  ^/i  z"  <Z  o 

pour  le  maximum,  et  >o  pour  le  minimum;  et  |)our  l'un  et  l'aulic 

(  u"  -+-  7.  ^n'z-'-\-jiz'-]  (  ?f„  +  2//,  :,  +  ,/<;,-  )  >  (  u,  +  ^,i,z'  -+-  ,ti':,  +  jiz'z,]-. 

Mais,  comme  la  valeur  de  :;  en  x  et  y  dépend  de  l'équation  a  =  o. 
on  prendra  ses  deux  équations  primes  suivant  x  et  j-,  [)our  avoir  les 
valeurs  de  z'  et  de  z-  on  aura  donc 


il'où  l'on  tire 


o     Cl     ,M, -t- ,/< r,  =;  o, 
('  ^  ,11, 
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On  siil)slilui'ia  clone  ces  valeurs,  et,  oomnic  on  a  déjà  trouvé  „h<o 
pour  le  niaximuiu,  et  >o  pour  le  mininuini,  en  multipliant  la  première 
lomlitiou  |)ar  //.  on  aura  une  quantité  qui  devra  toujours  être  >  o. 
Done  les  conditions  j)our  le  maximum  ou  mininuini  se  réduiront  à 
ees  Irois-ei  : 

,//<;o  pour  le  ma\iiniini     el     >  o  pour  le  niininiuni, 

,//«„  —   II?  ">  o 

el 

jiu"  —  ,u''-\  [„uii„  —,«,-'  ^  („"«'  —  ,",''/'• 

On  voit,  par  la  maridie  de  cette  méthode,  comment  (die  |)eut 
s'étendre  à  un  plus  i;raiid  nombre  do  variables,  el  l'on  en  peut 
d'abord  conclure,  en  général,  que  l'on  aura  Içs  équations  du  maximum 
on  minimum  d'une  ("onction  quelconque  de  plusieurs  variables,  en 
égalant  à  zéro  les  fondions  primes  de  cette  fonction,  prises  relative- 
ment il  cliacune  de  ces  variables,  ce  qui  donnera  autant  d'écjuations 
(|ue  de  variables.  A  l'égard  des  autres  conditions  nécessaires  pour 
l'existence  du  maximum  ou  minimum,  on  les  trouvera  successivement 
par  les  principes  et  les  formules  (jue  nous  venons  d'exposer. 

53.  Pour  donner  un  exemple  de  la  mélbode  de  maviniis  e/  mini/uis, 
supposons  qu'on  demande  la  plus  courte  distance  entre  deux  lignes 
droites  données  de  position  dans  l'espace.  Soit  pour  l'une  des  droites 
l'abscisse  x;  ses  deux  ordonnées  .seront  de  la  forme  a  +  bx  et  c  -+-  dx. 
Soit  pareillement  pour  l'autre  droite  l'abscisse  y,  prise  sur  le  mciiic 
axe;  les  deux  ordonnées,  rap|)ortées  aussi  aux  mêmes  axes  que  celles 
de  la  premiire  droite,  seront  de  la  forme  A  +  Bj'  et  C  +  Dv.  Donc  le 
carré  de  la  distance  entre  les  deux  points  (|iii  répondent  aux  abscisses a- 
il  >' -icia  exprimé  par  celle  formule, 

;x  —y)-  -+-(«  —  \  +  bx  —  Bvj-  -h  if  —  Ci-  dx  —  D_))-, 

que  nous  ferons,  pour  pins  de  simplicité,  égale  à  ■?.z. 
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lin  prenant  les  lonctions  dérivées,  on  aura 

z  =      \r  —  )•;  +  b[a  —  A  -^  bx  —  Bj)  +  d^c  —  C-r-  dx  —  D^-;, 
z,  =  -  [x~x  —  B(a  —  A  -^  ir  -  B,>-;  -  D;c  -  C  -i-  dx  -  \)y  , 
z"  =  i-^b-^d-, 
;„=H-B2-f-D-, 
=;  =-i  — iB-r/D. 

Donc  :  i"  On  aura,  pour  la  détermination  des  deux  inconnues  x  et  y, 
les  équations 

X  —  y  -i-  b  a  —  A.  —  bx      By]  -^  de  —  C  -r-  dx  —  Dy)  =  o, 
X  —  y  -^  B  a  —  \  -^  bx  —  By^  -+-  D'c  —  C  -4-  dx  —  D  )'   =:  o. 

2°  Puisque  la  valeur  de  z"  est  nécessairement  positive,  il  ne  pourra 
y  avoir  que  le  minimum,  mais  il  faudra  de  plus  que  l'on  ait  la  condi- 
tion 

savoir 

j^b'-hd^     i^B^^D^    —    !-!-Z»B-t-</D;->o. 

Or  c'est  ce  qui  a  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de  b,  d,  B,  I). 
car  la  condition  précédente  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

[b-~Wr--^[d~ï)\--^   iD  — </R;->0. 

(loninie  les  équations  en  x  et  y  sont  linéaires,  la  détermination  de 
ces  quantités  n'a  aucune  difficulté;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 
d'autant  que  ce  problème  est  susceptible  d'une  solution  géométrique 
fort  élégante. 

5i.  On  peut  encore,  dans  la  rochorclie  des  raaxima  et  niininia  des 
fonctions  de  plusieurs  indéterminées,  considérer  toutes  les  variables  à 
la  fois,  ce  qui  est  plus  direct  et  plus  lumineux.  Soit,  en  eflet, 

fyX,  )■,  -,  u,  .    .; 

la  fonction  proposée;  si  l'on  suppose  que  les  quantités  .r.  y,  :■,  //,  ... 


jsi.  iiiKoini;  hi:s  ionctions. 

.iii'iil  ili'jii  lo  \.ili'iii  >  ('iiii\  ciKililcs  |iiiiir  le  iiuixiiiiiiiii  un  iniiiiiiiiiiii.  il 
l.iihli.i  i|iic.  (Il  Mili>lilii;iiil  .)  p.  y  :  tj.  :  -.- r,  ti  s.  ...  \\  \:\  |il;irc 
lit-  ,1  .  V,  r,  ^•,  ...  (!;iii>  l;i  ruiiiiioii  ddiil  il  s';iL;il.  s:i  \;ilciir  (Icxicniic 
l'iiij'Hiis  |ilii>  |i,  li|i'  (liiiis  le  c.is  ilii  iiiaxiniiiiii  cl  Iniiiuiir.--  plus  uriiiidc 
il  m--  Ir  r:i-.  ilii  iiillilllilllii,  {[llcllrs  (|llr  sniciil  lc>  \;il('lirs  de  /'.  <j .  t. 
■.  ...  tt  i|iii'i(|Uc  jiililrs  (iirclics  .><iiit'iil  :  (•"(•,■-1  ce  ijiii  rcsiillc  de  l:i 
II. mil'  iiiciiit'  du  iii;i\iiiiiiiii  un  Miininiurn. 
|lr\rlu|ijiiill>   l;i   riini-lioii 

/■  .;  ~   i>.  y       </.  :        ''.  "    ;   s.  .  .  . 

~iii\:iul  li's  |ini>s;iiin>  cl  Ic.s  |)iiidiiil.- dc.->  (iiiiiiililcs /;,  y.  /.  .v,  ...  pnr 
IcN  lui  tiiiiico  dii  llicdii'Mic  -ciicijil  II"  78.  I"  l'iirlic  .  cl  ;ii  Tcldiis-iioiis 
;iil\  |ilciiiicr.--  Iciinc.-.  \\v  r\-  dcvcln|)|)ciiM'nl. 

M  l""!!  dc-i^iic  Hiii|dciiiciil  iiiiisi  ijMc  iiiUis  riiMins  |ii':ilii|iic  jii>- 
.[u'iri     |i:ir  /    •'■  . ./     V  ./;,/'//....  les  fiiiKiioiis  [iriiMis  de  la  Idiic- 

1  ■Il  /    '■.   '  .  : .  Il |iiiscs  i(dali\i'iiicnl    ii  .r,  r.  r,  ii.  ...  cuiisidcrcs 

-    |iaiciiiciil  ,    cl    ([n'd!!    dc->i-nc    de    |diis    |iar    /'    .r   ,    /"  .v,  y  ,    f"\x\ 
i.z   .1     y,z   ./     z  ..    .  lc>  rdiiclidii>  .sccuiidcs  de  la  rdiiclioii 

_/■   'I   /,/',;.■       '/ij,z    ,    /,/■,«;- /.i-,  ...   , 

jii  i^cs  iidalivciiiciil  il  j  seul,  ii  ,r  cl  v,  ii  v  seul,  ;i  .r  et  r.  ;i  v  cl  r,  cl 
.iiii-i   de  .siiilc,  un  ailla 

/'.  y      'I-  -    '   ''■  "  '"  •'•  •  ■  ■ 
I    î.  >.:.".     ..         /•,/■'      ,   ,j  I    y        rf:,'.sfii-i-... 
\l'\l     ■'     ■  fl.l    ■'-•?     ^    l'j'J"  ri-    l"-.!".'^,:   ->-\r-J'\z)-\-<irf"  y,  :    +. 

i.c  cucrticicnt  y  de>ii.'iie  iiii  iidiiilii'e  i  iidi'l  ci  m  i  ne  ci)in|nis  enlre  o 
•  I  I  .  el  ijiii  se|-a  je  iiiciiic  ilaiis  la  inciiie  l'uiielidii,  mais  |idinra  cire  diC- 
i.leiit    (];i|l-    les   diUelclilo    Idlieliulis. 

l)diic  il  laii<!ia  i|iic  la  ([naiililc 

/'./'    '•         '/./    ,)■    -    I  f     :     -.^f    II    -i-    .. 
■  ll'\l    ■'        l"l.l"  ^-y    ■  [<i-J"  y  -i  ■■  ■ 
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soit toujours  positive  ])our  le  uiiiiinium  et  négative  pour  le  uiaxiiunni, 
(Ml  donnant  à  p,  q,  r\  ...  des  valeurs  quelconques  aussi  petites  qu'on 
voudra.  D'où  l'on  eonelura  d'aliord,  par  un  raisonnement  analogue  à 
eelui  du  n"  25,  (|ue  eetle  eondilion  lU'  poui'ra  être  n^nplie,  à  moins 
(]ue  les  ternu's  multipliés  par  les  preniières  puissaïu'es  de  /;,  «y,  /■,... 
ne  soient  nuls  cliaeun  en  pailiculier,  ee  (|ui  donnera  les  é(]nalions 

/'(.r)  =  o,    /'(r)=o,    f'[:]  =  o,    f'[u]^o,     ..., 

qui  sont  communes  au  maximum  et  an  minimum,  et  (|ui  ,  étant  en 
même  nombre  que  les  indéterminées  œ,  y,  z,  i/ serviront  à  déter- 
miner leurs  valeurs. 

55.  >.[ais,  pour  (|ue  ces  valeurs  donnent,  en  ell'et,  un  maximum  ou 
un  minimum,  il  faudra  encore  ([ue  la  quantité  restante 

soit  toujours  positive  pour  h^  minimum  et  négative  pour  le  maximum, 
quelles  que  soient  les  valeurs  de/j,  q,  i\  ...  et  quelque  petites  (|u'elles 
puissent  être. 

Comme  les  fonctions/"(.z),/"(.z-, j',  ...  -qui  multi|)lient  les  carrés 
et  les  produits  des.  quantités /?,  q,  r,  ...  renferment  elles-mêmes  ces 
(]uantités,  il  pourrait  être  diflicile,  et  peut-être  impossible,  de  déter- 
miner les  caractères  nécessaires  pour  que  la  condition  dont  il  s'agit  ait 
lieu  rigoureusement;  mais  j'observe  que,  si  l'on  suppose  /.  =  0,  ces 
fonctions  deviennent  indépendantes  de  j),  q,  r.  ...  et  ont  des  valeurs 
déterminées,  et  l'on  trouve  alors,  eomnn'  ou  le  verra  dans  nu  momciil. 
des  conditions  entre  ces  mêmes  fonctions  (jui  ne  consistent  ([ue  dans 
des  inégalités  entre  des  quantités  composées  de  ces  fonctions.  Ces  iné- 
galités, étant  supposées  avoir  lieu  pour  des  valeurs  déterminées  de  .c, 
y,  z,  ...,  auront  lieu  encore  pour  les  valeurs  peu  dilléreiites  a'-hl/t, 
y-\-'>q.  "'+)./■.  ...  tant  (|ue  les  (|uantités  l/;,  'iq,'/.r.  ...  ne  passeront 
pas  certaines  limites,  (jui  pourront  être  aussi  peu  étendues  (|u'on  vou- 
dra. Donc,  puis(|ue  la  condition  exigée  pour  le  maximum  ou  miiiimuiii 
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ri';i  Iii'siiiii  d't'tri'  irinplio  (|iio  pour  des  valmirs  (|iu'lc(m(iiios  do  />,  7, 
r,  . . .  aussi  potilcs  (ju'ou  vaudra,  il  s'iMisuil  (|u'il  sulliia  de  salisfairc  à 
(•('lie  rondiliou  dans  le  cas  de  ).  =  ();  par  consétiuent.  ou  pourra  sup- 
poser loul  de  suite  ). -=0,  ce  (|ui  réduira  les  roiiclious/'ia),/'\^,  ,t  . 
/■"(r)....  <|ui  entrent  dans  la  (piantilé  ci-dessus  ^//-/".r  -~pqf'\.v,Y)+... 
il  n'être  tpie  les  tonot ions  secondes  de  la  fonction  donnée/  .i-,r,r,w, ...  , 
prises  relativement  à  x  seul,  à  .r  et  J,  etc. 

5G.  Tout  se  réduit  d{»nc  à  trouver  les  condilidiis  p()ur(|u'nne  (juantilé 

de  la  lornie 

A/)=  -.-  lipq  ■+-  C(]-  -f-  \)[>r  -t-  E(/r  -r  Fr=  +  .  .  . , 

dans  la(|Uelle  A.  15,  C,  ...  sont  des  (juanlités  données  et  />.  (/,  r,  ... 
dénotent  des  quantités  indeteiniinées,  soit  toujours  nécessairement 
positive  ou  néi^ative,  (juelles  (jue  soient  les  valeurs  de/;,  </,  /• 

Supposons  (|u'elle  doive  être  toujours  positive;  il  est  évident  que, 
pour  le  cas  contraire,  il  sul'tii'a  de  prendre  néjj;ativenient  les  coefiicients 

A.  H,  ('. Puisque  cette  cjuantité  ne  doit  jamais  devenir  néj;ativc, 

il  s'ensuit  (pi'elle  doit  avoir  un  minimum  positif;  et,  réciproipu-ment, 
si  elle  n'a  (pie  des  miniina  positifs,  elle  lU'  pourra  jamais  devenir  néi,'a- 
live.  Il  n'\'  a  donc  (pi'à  cliercher  les  conditions  nécessaires  [tour  ([ue  la 
«|uanlité  dont  il  s'ai^it  ait  des  minima  tons  positifs. 

Suivant  l'oprit  de  la  niétliode  exposée  ci-dessus  (u°  52),  on  prendra 
les  fonctions  primes  et  secondes  de  la  (piantité  proposée  ndalivemenl 
à  une  seule  variable,  comme  p,  et  l'on  supposera  la  fonctiitn  prime 
éi^ale  il  zéro  cl  la  fonction  seconde  positive.  On  auia  ainsi  réipialioii 

2  A  /;  -+-  li  (7  4-  D  /■  -I-  . . .  =  o 
et  la  condition  A  \>o. 

On  subslituei"!  la  valeur  de  y;  tirée  de  l'éfpialinn  précédente  dans  la 
quantité  pnqioséc,  la(piellc  deviendra  ainsi  de  la  forme 

L//-  —  M  qr  -r  N  /-  -t-  P(/s  -)-... , 
en  faisant 

L=C— 7— )      M  =  E T'      N  — F— -r-.->      •••• 

4  .\  -1  \  n  A 
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On  prendra  de  la  même  manière  les  foiulions  primes  et  seeondes  de 
cette  transformée  relativement  à  nne  seule  variable  </,  et,  faisant  la  fone- 
ticin  prime  éi^ale  à  zéro  et  la  fonction  seconde  positive,  on  aura  de  nou- 
veau ré(]uatioii 

2Lçf  +  M;-7-Pi-t-...=  o 

et  la  condition  L>>o. 

On  substituera  pareillement  dans  la  transformée  précédente  la  valeur 
de  q  tirée  de  cette  équation  ;  on  aura  la  nouvelle  transformée 

ï /•■-  -4-  \  ;'5  -t-  Xs-  -f-  .  .  .  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  T,  V,  X.  . . .  seront  donnés  en  L,  .M,  N 

comme  ceux-ci  le  sont  en  A,  H.  ('. et.  continuant  le  même  procédé. 

on  aura  l'équation 

■îTr  -f-  ^  s  -^  .  .  .  =  o 

et  la  condition  T  >  o;  et  ainsi  de  suite. 

Maintenant  il  est, aisé  de  voir  que  la  deinière  de  ces  transformées, 
celle  qui  ne  contiendra  plus  (ju'une  seule  des  indéterminées/;,  «y.  /-,... 
et  qui  sera  par  conséquent  de  la  forme  7.s'-,  sera  elle-même  le  minimum 
de  la  quantité  proposée,  d'où  il  s'ensuit  que  les  conditions  pour  que 
cette  quantité  ait  un  minimum  positif  seront 

A>o,     L>o,     T>o,     ...,     Z>o. 

et,  comme  les  équations  (|ui  déterminent  les  valeurs  de  p,  y.  /•,  ... 
sont  toutes  linéaires,  ou  en  conclura  que  ce  minimum  sera  le  seul  qui 
puisse  avoir  lieu.  Ainsi,  le  problème  est  résolu  rigoureusement. 

Au  reste,  il  est  facile  de  voir  que  par  ces  ditlcrcutcs  transfoiuialions 
la  qiKuitité  [troposée  deviendra  de  la  forme 


M/' 


IÎ^-t-I)/-f-...\-  /         Mr-^Pi 


a  A 


\-       ,/■  Mr -I- Pi -r-.  .  .\=      „,/         Vi-4-...\: 


laquelle  sera  évidemment  toujcuirs  positive  ou  négative,  suivant  ([ue 
les  coefficients  A,  I.,  T.  ...  le  seront  tous  à  la  fois,  et  l'on  voit  en  même 
temps  paV  cette  fornu'  ([uc  les  (pianlités  A.  L,  T....  pourront  être 
nulles,  pourvu  ([u'cilcs  ne  le  soient  pas  toutes  à  la  fois. 

IX.  3t 
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Los  conditions  qnc  nous  viMions  de  tronvcM- dovinidront  donc  ccUos 
dn  nwixinuiMi  on  minimnm  delà  Ibntlion/ ,r,  y,  ;.  u.  ...  on  faisant, 
piiiir  !<'  iiiininnini 

cl  |ii>nr  le  in:)\iniiMn 

A      -i/'.-,     B:-r:r,v\     C   .  -i/"(r1 

Il  i-;t  r;h'ilc  (!(>  voir  i'an-ord  de  oos  ivsiillals  avec  conx  du  ii"52;  mais 
1,1  iin'tliodr  |iic(cdciilc  a  l'avaiitaLiC  de  loiirnir  un  niovcii  siniplo 
d'i'tcndir  ces  rcsnltals  i\  nu  nondifc  (]U('Icon(|U('  de  variables. 

57.  [,es  principes  exposés  jusqu'ici  sur  la  tliéoiie  di'  maximis  et 
ininimis  conduisent  à  cette  conclusion  i^énéraic  :  Si,  dans  une  fonc- 
lioM  (|iudcon(iuc  des  variables  .r,  v,  z,  ...,on  substitue  ;i  la  place  de 

ces  variables  les  (|uantités  .7' -t-/^r  + 7.  ::-f-'' cl  (|n'on  développe 

la  l'onction  suivant  les  puissances  et  les  produits -des  (|uanlifés />,  q. 

r les  Icruics  oii  ces  quantités  ne  se  liNuivcronI   (lu'ii  la  pi'cmii'i'c 

dimension,  étant  égalés  chacun  séparément  à  zéro,  donneront  les  équa- 
tions nécessaires  pour  ([ne  la  fonction  proposée  devienne  un  maximum 
ou  minimum:  ensuile  ou  cousidérera  la  (|nautité  composée  de  tons  les 
termes  oii  /'.  7.  r.  ...  formcronl  deux  din)ensions,  et  il  faudra  pour  le 
minin)um  (|uc  celle  (|uautilé  soil  toujours  positive,  et  pour  le  maximum 
loujuuis  néizalivc,  (|U(dles  (|im'  |)uissent  être  les  valeurs  de  />.  tj,  r 

Si  tous  CCS  Icruics  s'évanouissaient  ;i  la  fois,  il  faudrait,  alors,  pour 
l'existence  du  maximum  on  minimum,  (|ue  tous  les  termes  où  />,  r/, 
/•,  ...  foiineraicnl  trois  dimensions  disparussent  aussi  ii  la  fois,  cl  (|ue 
la  (|uautité  com|)osée  des  termes  où  p,  y.  /■.  ...  foi'iueraient  (juatre 
dimensions  fut  lonjcuiis  positive  pour  le  uiiuiuium  et  toujours  m'i^^ative 
pcnii'  le  ma\inium,  jt.  y.  /•,  ...  avant  des  Naii'urs  (|U(dc()U(|ucs;  et  ainsi 
de  suite  :  ce  qui  répond,  comme  l'on  voit,  au  tliéoiTiue  du  n"  25. 

Nous  avons  donné  ci-dessus  un  nmven  simple  pour  trouver  les  con- 
ditions qui  rcndciil  une  i|uaulilc  de  la  l'orme 

A/;-  -H  I!/)'/    1 
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toujours  positive  ou  uéi;ali\f.  (In  pourrait,  de  la  iiirnic  nianii-rc,  rlicr- 
rlier  celles  (jui  renilraieiit  toujours  positives  ou  ne;;atives  des  (piautites 
de  la  Ibruie 

mais  l'application  de  la  uiétliode  iiénéralc  ii  ce  cas  serait  sujette  ii  des 
(lilllcultés  (le  calcul  (pii  pourraient  la  rendre  inipraticahle,  et  c'est  là 
uii  problèuic  d'Ali-èhre  dont  il  serait  à  désirer  qu'où  pût  avoir  une 
solution  complète. 

5S.  Nous  avons  supposé  jus(|ii'ici  (inè  les  variables  ipii  eulienl  dans 
la  fonction  sont  indépendantes  les  unes  des  autres;  mais,  s'il  y  avait 
entre  elles  une  ou  plusieurs  équations,  il  faudrait  counneucer  par  éli- 
miner, au  moyen  de  ces  équations,  autant  de  varial)les  dans  la  lunction 
proposée;  ou  cliercherait  ensuite  la  condition  du  niaxiiuuni  mi  uiiiii- 
muni  par  rapport  aux  variables  ijui  seraient  restées  dans  la  jonction. 
C'est  la  méthode  (]ui  se  présente  naturellement  ;  mais  on  peut  la  sim- 
plifier beaucoup  eu  conservant  toutes  les  variables  cl  réduisani  I  éli- 
mination aux  seules  (juaniités /;,  </,  /• 

En  effet,  supposons  qu'on  ail  entre  les  variables  .r.  v,  ;,  ...  l'écpia- 

lion  de  condition 

o'or,  r,  2,  .  . .  '  =  i>; 

comme  cette  écpuition  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de 
X,  V,  z,  ....  elle  aura  donc  lieu  aussi  en  mettant  ar-i-/^  v  +  r/,  ;  -^r.  ... 
a  la  place  de  x,  y,  z.  .  . .;  par  conséquent,  on  aura,  par  un  développe- 
ment semblable  à  celui  du  n"  78    I"' Partie),  ré(|uation 

po'{x]-^q  o'[r)-\-r9'!z]  -i-.  .  .-hip-  o"ix'> -i-pq  o"^x,  r]-\-  ^?- v"!.!")  -f- •  •  •  =  o, 

d'où  l'on  pourra  tirei-  la  valeur  (]r  />  en  serii'.  «pi'oii  substituera  dans 
le  développement  de  la  fonction  ([ni  doit  être  un  maximum  (ui  un  mini- 
mum; ou  bien  on  ajoutera  simplement  à  ce  (lévelo|)penu'Ut  la  (|uau- 
tite  (|ui  foruu-  le  premier  mend)re  de  l'ciiualion  précédente,  mnltipliec 
par  une  (|nanlité  {jU(d((in(pie  indelcrininee  (|ni  |tiiuria  nn'uie  éti'c  de  la 

fornu- 

(i  -   hp  —  cj  -f-  (//■  -~ ...->-  Ip-  -t-  nip<]  -f- . . . , 
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les  l'ot'iricionts  a.  h,  c,  ...  ét;iiil  iiidt'termiiu's,  et  l'on  égalera  ii  zéro 

tous  les  termes  (|iii  foiilieiultoiit  la  (iiiantilé /^  ee  (ini  servira  i»  detei- 

iiiiiier  les  iiieomuies  a,  h.  r 

(domine  les  é(|iiations  ilu  maximum  on  minimum  résultent  de  l'éva- 
iioiiissoment  des  termes  où  les  (|uanlités /^  r/.  /■,  ...  ne  sont  (in'ii  la 
premitM'e  dimension,  il  suflira  d'éi^alerh  zéro  eliaeun  de  ces  ternies,  ce 
qui  flonnera  sur-le-einimp  les  é(|uations 

f"jr'-hno'  x'       o,    f  jr^ -h  a  o''}-]  ^=  o,     f'[z]-^-ao''z)  =  o,      .... 

(|u'on  réduira  ensuite  ii  une  de  moins  par  reliniination  de  l'inconnue  a. 
\  réijanl  des  termes  où  les  quantités y>,  q,  r.  ...  formeront  deux  di- 
mensions, on  délerminei'a,  par  les  méthodes  exposées  ci-dessus,  les 
conditions  (|ni  doi\cnl  avoir  lieu  cuire  les  coeHicients  de  ces  (ernies. 
et  l'on  cherchera  à  satisfaire  à  ces  conditions  de  la  manière  la  plus 

irénéiale,  au  moyen  des  (juantités  arbitraires  />,  r,  d 

Nous  ne  faisons  ici  (ju'imli»|uer  ces  procé(h's,  dont  il  sera  facile  de 
faire  l'application;  mais  on  peut  les  réduire  l\  ce  piincipo  général  : 
Lorsqu'une  fonclion  de  plusieurs  variables  doit  être  un  maximum  ou 
minimum,  et  ipiil  y  a  entre  ces  vaiiables  une  ou  plusieurs  é(|ualions, 
il  suflira  d'ajctutei'  à  la  fonction  proposée  les  fondions  qui  doivent 
être  nulles,  multipliées  chacune  par  une  quantité  indéterminée,  et  de 
rhei'cher  eiisuile  le  maximum  ou  niininium  cduinic  si  les  vai'iahles 
étaient  iiidépendantes;  les  équations  qu'on  trouvera,  combinées  avec 
les  é(piations  données,  serviront  à  déterminer  toutes  les  inconnues. 

59.  On  peut  résoudre,  par  les  mêmes  principes,  les  questions  où  il 
s'ai,'it  de  ti'ouver  îles  courbes  (|ui  jouissent,  dans  chacun  de  leurs  points, 
de  (pn'l<|ne  propriété  diinnée  de  maximum  ou  mininnini. 

Sn[qiosons,  par  exemple,  (pi'on  demande  la  courbe  dans  la{|uelle  la 
quantité  que  nous  avons  nommée  K  dans  le  probli'Uie  du  n°  15  soit  un 
maxin)um  ou  minimum  ii  clia(|ne  |)uint  de  la  courbe,  ('.cttc  (jManlite 
est  exprimée  par  la  l'onction 

[  )  -t-   m  —  X  ])•'  j  [j  -H  [  «  —  X  y  j. 
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(M  la  (|ut'slinii  coiisislo  ;i  lioiivci-  la  valeiii'  <li' J'  en  x  (jiii  rendra  (•clic 
loiiclion  lin  iiiaxiimiin  ou  iiiiiiimiim.  Si  Icsdciix  qiiaiililôs  v  et  y'olaiciil 
iiulcpiMidaiitcs  l'iiiie  de  l'aulrc,  on  pourrait  déleriiiiner  le  niaxiinimi 
ou  minimum  relativemciil  à  cliaciinc  de  ces  varial)les;  mais,  coiiiiik' 
ces  quantités  dérivent  riinc  de  l'autre  et  (ine  leur  ludalion  demeure 
inconnue  tant  que  l'une  d'elles  n'est  pas  une  fonction  déterminée  de  .r. 
on  ne  peut  chercher  le  maximum  ou  minimum  que  par  i'app(M"t  à  rime 
de  ces  quantités,  et  il  est  iiatur(d  de  prendre  p(Uir  vaiialde  la  (piaii- 
titéy'  qui  détermine  la  position  de  la  tangente,  en  regardant  les  coor- 
données X  et  Y  comme  données  pour  chaque  point  de  la  courbe. 

On  prendra  donc  les  fonctions  primes  et  secondes  de  la  fonction  pro- 
posée relativement  à  la  quantité  v',  regardée  comme  seule  variable, 
et,  égalant  à  zéro  la  fonction  prime,  on  aura  sur-le-champ  l'équalicm 

[r  -)-  '  «  —  ■*",>'']  '  "'  —  •*'   +  [.)■  -t-  ;"'  —  •^)/']  v"  —  x]  =  o, 
laquelle  donne,  comme  dans  le  numéro  cité, 

/ \ .- 


[m  —  X  i\n  —  X] 


pour  l'équation  de  la  courbe  cherchée. 
Ensuite  on  aura  la  fonction  seconde 


laquelle  fait  voir  (pie  le  maximum  aura  lieu  dans  toute  la  |tartie  de  la 
courbe  pour  la(|ii(dle  les  deux  (juaiililés  /?i  x  et  n  —  .r  seroiil  de 
signes  différents,  et  que  le  minimum  aura  lieu  pour  la  partie  oîi  m  —  a- 
et  n  —  X  seront  de  même  signe;  de  sorte  que  le  maximum  aura  lieu 
pour  toutes  les  valeurs  de  .r  comprises  entre  les  limites  ni  cl  />.  cl  le 
minimum  pour  les  valeurs  de  x  qui  tomberont  hors  de  ces  liniih^s. 

L'é(juation  trouvée  pour  la  courbe  étant  du  premier  ordre,  elle  esl 
susceptible  d'une  é(|uali(ui  primitive  avec  une  constante  arliiliaire,  cl. 
si  on  la  met  sous  la  forme 
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on  CM  (lodiiira  siir-lc-iliaiiip  cfllt'  t'(|iia(i()n  primilivo, 

■jIo^'):-   lot;  jt  -    "'    —  lof;  -'■       "    -    1"d/'' 

cl.  passant  des  loj^'aritliiDcs  aux  iioiiihirs, 

1--  r-  /(   .r  -  -  m     .r  -  -  //" , 

i>ii  //  csl  une  constante  arhilraii'i'.  Celle  e(|iKiti<in  est  tic  la  même  fcuMne 
(|ih'  celle  (lue  innis  avons  trouvée  dans  rcnilroit  cilc,  ce  (|ui  doit  être, 
pnis(ni'elles  vienneni  rniie  cl  l'aiilre  de  la  même  (-(pialion  du  premier 
oidr(>.  En  elVel.  re(|uali(Ui  Irouvée  ci-dessus  pour  le  maximum  on  mini- 
mum, étant  iniilli[ilice  par  v  ,  a   pour- é(|iiali(Ui   primitive 

[y-i- (ni  —  X  y']\r+ [Il  —  X   y]       K, 

K  élanl  une  c(nislanlc  arliltraii'c ,  cl  icllc-ci,  c(nnliincc  a\i'c  la  même 
c(pialioM  pour  en  éliminer  v  ,  donneia  le  résultat  trouve  darrs  le  inérire 
endroit. 

Dorrc,  lapprochanl  celle  s(dnrroii  de  celle  du  ii"  15,  on  en  conclirr-a, 
en  i^énéral,  ipic  les  sections  eorii(jues  ont  non-seulement  la  pr'opi'iélé, 
déjii  liitrrvec,  (pie  cliacpic  tarrirerrle  coir|ie  sur  les  [)erpemliculaii'es  éle- 
vées aux  deux  exirémiles  de  l'axe  des  jiar'lies  d(mt  le  produit  est  coii- 
slaiil,  mais  encore  celle-ci,  (pie  la  posilimi  de  la  taniierite  ;i  chaque 
point  de  la  e(Mir-l)e,  rei;ar(lé  comme  donné,  est  tidie  (pie  ce  même  pro- 
duit est  nu  maximum  |)oiir  r(dripse  cl  un  minimuni  ou  piirlol  un  maxi- 
mum iici,Mtir  pour'  riivpcrliole. 

(!((.  V.w  licuéral,  si  Ton  demande  la  coiirl>e  dans  la(|ii(dlc  ime  f'oric- 
limi  donnée  dea-,  j,  j,  v  ,  ...  sera  un  maximum  on  minimum,  on 
poiin-a  clieirlier  le  maxiniiini  ou  minimum  l'elalivement  à  cliaeune  des 
ipranlites  v,_>'',  v",  .  .  ..  ce  (pii  doiiiicra  aulaiit  de  s(dnti(tiis  diU'cr'eutes, 
et  l'on  aiii'a  tonjoiiis,  ;,'énéralement  |)ailant,  |>oiir  la  coiirlie  cherchée, 
une  é(piation  du  même  (U'di'e  (pie  la  fonclion  proposée. 

Si  celle  l'oiiilion  elail  nue  simple  t'onclion  des  eléniciils  c/,  Ij,c,  ... 
du  conlact     n"IO  ,  en   clierclianl   le  maxiinnm   ou   miniinum  i(dative- 
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iiKMit  à  la  iloi-iiitTe  tics  (Hiaiitilés  j-, /',  j",  ....  on  troiivtM-ail  nt'ccssai- 
iiMiifiit    la   iiu'iiio   é(|iiati()ii    que   Ton  aurait  |)()ur    le    prohli-nic   dans 

i('i|iicl  (in  supposerait  ccllr  iiH'nir  tuiirtinn  riialc  il  une  (•(instaiilf;  c'csl 

(II'  (pidi  il  est  tarih-  de  se  convainere  jiar  l'analyse  des  n'"  20  et  18.  Kn 

ell'ct,  en  égalant  à  zéro  la  fonetion  prime  de/  «,  h,  c prise  rtda- 

livenuMit  à  la  plus  liante  dos  fonctidus  dérivées  j',  y" mi  aura  la 

même  éipiation  (|ue  >i  l'on  prenait,   en  général,  la  lonelinn  piinie  de 

l'éqiuition 

/  «,  /',  e,  .  . .    =  coiisl. 


relalivement  à  x,  y,y',  ....  d'où  l'on  voit  que  ces  deux  genres  de  jird- 
lili'UK^s,  ([uoique  fort  dilTérents  dans  le  fond,  eoinluisent  néanmoins  aux 
mêmes  résultats  et  sont,  par  conséquent,  susceptibles  des  mêmes  suin- 
tions. Ainsi,  on  pourra  appliquer  ici  tout  ce  (pii  a  été  dit  dans  les 
endroits  cités.  L'exemple  du  nunu'ro  précédent  est,  connue  l'on  vnil. 
nn  cas  particulier  de  ces  mêmes  prohli'Uies. 
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CHAIMTRE  \II. 


DES  QIKSTIONS  DE  MAXIMIS  KT  Ml.MMIS  yil  SE  UAl'i'OUTENT  A  LA  MÉTHODE 
DES  VAI'.IA  FIONS.  DE  I.'ÉQIATIO.N  COMMINE  AE  MAXEMIM  ET  Al"  MI.MMIM, 
ET    DES    CAKACTÉItES    l'IlOI'IlES    A    DISTI.NtUEU    LES    MAXEMA    DES    MENEMA. 


Cl.    Si  le  iiKixiiiiiiin  1)11  iiiiiiiiiiiiin,  :ui  lii'ii  (i'rlrr  uiic  (oiictioii  doii- 

lU'f  (If  a .  V,  v,  ^' levait  t'irc   la   l'oiKtioii    priiiiitivi'  do   cellr-ci, 

n'iianléi'  ((iiiiiiif  une  lonctioii  prime,  alors  if  ne  serait  plus  permis  de 
traiter  les  (|iianlites  y.  v',  y'',  .  . .  eomme  iiiiiépeiidaiiles  et  isolées, 
parée  (pie  la  l'oiielioii  priiiiilive  d'une  l'oiietion  de  ees  (piaiililés  dépend 
e||e-n)éme  de  la  relation  (pi'elles  penveiit  avoir  entre  elles.  Les  pro- 
i)li'ine>  de  et;  irenre  sont  cenx  qui  se  rap|)orteiit  an  calcul  (((111111  sous 
le  nom  de  culciil  des  variations  ;  ils  ne  demandent  pas  une  analyse  nou- 
\<lle,  mais  une  application  spéciale  de  ranaivse  des  l'onctions  que  nous 
crovons  devoir  exposer  ici,  ii  cause  de  rini|)()rlanrc  de  la  malièi'e. 

Soil  donnée  la  fonction  /"  a,  i',  1'',  j-'.  ...;,  dans  la(|uellej' est  sup- 
posé une  lonction  de  .r;  il  est  évident  ([u'on  ne  peut,  généralement 
parlant,  avoir  la  lonction  primitive  de  cette  fonction  donnée,  sans  con- 
iiaitre  la  valeur  de  v  en  .r.  .Mais  on  peut  eliereher  (|uelle  devrait  être 
celle  valeur,  pour  (|iie  la  (niiclioii  primitive  de/  .r,  y,  y',  y",  . .  .1  fut 
nu  niaximum  on  un  miniiiinm,  en  siipposaul  (|ue  cette  i'onclion  soil 
nulle  lorsi|ue  .r  aura  une  \alcui'  (huinee  o,  el  (pi'cdie  devienne  1111 
uiaxininni  ou  un  minimum  1(M's(|uc  .r  aura  nue  antre  valeur  d(m- 
nce  //.  il  e^t  évident  ipie,  en  prenanl  v  pour  la  valeur  cliereliée,  il 
i'aiidra,  par  la  nature  du  maximum  (Ui  minimum,  (|iie  la  fnncti(Ui  pri- 
mitive de  la  louclion 

f  I,  r -+-  w,  / -t- (,)', y -T- (,,", ...), 
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(Iiii  n'siilto  (le  la  fonction  donnée,  on  mettant  r-hio  à  la  place  de  v. 
suit  ((Mijonis.  entre  les  mêmes  limites  de  .r,  moindre  dans  h;  cas  du 
maximum  et  plus  grande  dans  le  cas  du  minimum  (|ue  la  louelinu 
primitive  de  /i  a;,  v,  y',  r",  ...\  quelle  que  soit  la  valeur  de  w.  (|ii"()n 
poiina  regarder  comme  une  fonction  quelconque  de  or,  et  (luelcjue 
petite  (]ue  celte  valeur  puisse  être. 
La  fonction 

/k ^' X  -+-  w> .>"' H-  &>' . }■"  4-  ''>".  ■  ■  ■[, 

élanl  développée  suivant  les  puissances  et  les  produits  de  to,  c>',  <o" 

d'une  manière  semitlahie  à  celle  du  u"  78  : 1""  Partie  ,  deviendra 

/(■^..'•..>-'..}",  •  ■  ■)  +  «/'(/)-«'/'(/)  4-  co"/'(.k".  +•  .  . 

-^  ïï'»' ./  "ir)  +  ww'/"(7,  f)  +  ^  w'^/"(/)  -I- . . . , 

où  les  quantités /(y), /'(/),/'!>".  ...  dénotent  les  fonctions  primes 

de/'(.r,r,  v'.j",  ...)  prises  suivant  y,  v',  y' et  les  (|uantités 

./"'(j)'/"(j' v')./"(v').  .. .  dénotent  les  fonctions  secondes  de  la  foiu- 
tion  /(.r,  y  +  lw,  v'-f-).o/,  v"4->.c./',  . . .)  prises  relativement  à  v  seul. 
^^  y^iy''  à.v'  seul,  et  ainsi  de  suite;  le  nombre  1  est  indéterminé  on 
plutôt  inconnu,  et  peut  être  différent  dans  les  différentes  fonctions: 
mais  il  doit  être  le  même  dans  la  même  fonction,  et  il  doit  toujours 
être  renfermé  entre  les  limites  o  et  i . 

Donc  il  faudra  que  la  fonction  piimitivc  de  la  (jiiantité 

'"./"(/)  -+-  'o'f'ir')  +  «"./"ir")  +  •  •  • 

-+-  '^'f'o')  +  ««'./"(/.  y)  +  —/"[f)  -t-  ■  •  ■ 

ait  loujours  une  valeur  négative  i)our  le  maximum  et  une  valeur  posi- 
tive pour  le  minimum,  quelque  valeur  qu'on  donne  à  la  fonction  (o 
et  au.ssi  petite  (|ue  cette  valeur  puisse  être,  en  prenant  cette  fonction 
primitive  de  inanii'ic  (prelle  soil  nulle  lors(pie  .v  =  a  et  v  faisant 
ensuite  .r  =  b. 

Or,  sans  couiiailrc  la  (pianlilé  w.  on  pcui   prouver  (|u'il  esl  loujimis 
possililc  (le  la  prendre  assez  petite  pour  (|uc  la  fondion  prniiilive  de  la 
'^  3S 


•2!)8  TlIKOlill-:   DES   FONCTIONS, 

parlio  (|iii  iif  conliciit  (|iio  los  prcinii'i'os  (liiiKMisioiis  de  <o.  o',  <./',  ... 
ait  iiiic  valciii'  plii.s  i;raii(Ic,  po.^^ilivo  ou  iH'iïativc,  (iiic  la  roiiclioii  |»ii- 
iiiilivc  lie  raiidc  [lailic.  (^ar.  fii  siil)stiliiaiit  iv.  \\  la  place  de  d,  y.  ctaiit 
une  (((laiilitc  varialilc  ([ii('lf()ii(|iit'  et  /  un  cocriiciciil  cniislaiil.  la  prc- 
iiiii'rc  |)arli('  se  trouvera  toute  multipliée  par  /  el  la  seconde  le  scia 
par/-,  et  leiiis  touclioiis  primitives  .seront  aussi  multipliées  par  /  el  par 
i-;  et  il  est  visilde  (|u'ou  pourra  toujours  donner  ;\  /  une  valeur  assez 
petite  pour  (|iie  la  première  de  ces  fondions  surpasse  la  sec(nnle,  du 
moins  tant  (|irellc  ne  ser'a  pas  nulle.  D'où  l'on  conclura  ([u'iui  pouri'a 
toujours  prendre  la  (|iiaiitité  w  as.sez  petite  ()onr  (|tM'  la  valeur  totale  de 
la  louclion  primitive  dont  il  s'agit  soit,  nécessaireuienl  positive  (ui  néi;a- 
livc,  sui\anl  (jio'  c(dle  de  la  preiiiil'i'c  partie  île  celle  fonelion  le  sera. 
Mais  il  est  visilde  (|ue  cidle-ci  doit  changer  de  signe  en  (diangeani  le 
signe  de  la  (|uantité  o.  Donc  il  sei'a  iuipossilde  (|in'  la  l'onction  lolale 
soit  eonslamnieni  positive  ou  nogalive,  iudépendannneni  <le  la  valeur 
de  <•),  il  moins  ([ue  la  l'onetiou  primitive  de  la  partie  i|ui  ne  contient  (|ue 
les  premii'rcs  dimensions  de  o,  (./.  <./ .  ...  m'  soil  nidie,  (|iudle  (|ue  soit 
la  valeur  de  ij.  Donc  le  mavimnm  ou  niiiiimuni  ne  ponria  avoir  lieu,  ii 
moin^  i|iM'  la  louclion  primitive  de  la  l'onclion 

ne  soit  nulle,  (pudle  (|ue  soit  la  valeui'  de  <o. 

Cette  (onction  étant  nulle,  il  l'audra  alors  (|iu'  la  l'onction  |)rimili\c 
de  l'anti'c  |)arlie 

î'->- /"{}•)  -+■  '•""'/"{?•'}■')  +  î">'-f"[r')  +  •  •  • 

soit  positive  poni-  le  minimum  et  négative  pour  le  maximum,  en  don- 
nant à  M  une  valeur  (|uelcon(|Uc  aussi  petite  (|u'ou  voudra. 

()2.  Pour  satisfaire  ii  la  promii-re  de  ces  conditions  de  la  manii-re  la 
plus  générale,  nous  remar(|ner(ms  (|ne,  |)uis(pn'  la  (|minlité  o  doit 
dcmenicr  indéterminée,  la  l'dncliim  |)rimilive  de  la  l'ondidn 

"'/"(r)'+ '"7" /)  +  </■'!/')  +  •■• 
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111'  peut  oli-o  que  de  la  forme 


(lii  la  plus  liante  des  t'onctioiis  dérivées  w',  <■>",  ...  sera  (11111  ordre 
iiioiiidre  que  dans  la  fonction  proposée;  c'est  de  (pioi  il  est  faeile  de  se 
convaincre  avec  un  peu  de  réflexion  sur  la  forme  des  fonctions  dérivées. 
Prenant  donc  la  fonction  prime  de  cette  quantité,  en  regardant  «,  |i, 
•',  . . .  comme  des  l'onctioiis  de  x,  y  étant  supposé  aussi  fonction  de  r, 

on  aura 

y.'  +  'j>P'  -h  0/3  +  y']  +  w"f  y  -t-  ô')  -+-... , 

et,  comparant  avec  la  fonction  proposée,  on  aura 

a'=o,    ^'=f'r,    ?>  +  ■/-/'[}'],    7  +  °'=/'(.,'") 

La  première  équation  donne  a  égal  à  une  constante  arbitraire;  les 
autres  équations  serviront  à  déterminer  [i,  y,  î5,  . . .,  et,  comme  il  est 
facile  de  voir  que  le  nombre  de  ces  quantités  est  nécessairement 
moindre  d'une  unité  que  celui  des  équations,  il  en  résultera  une  équa- 
tion de  condition  qui  devra  être  satisfaite  jtour  (|ue  le  maximum  ou 
minimum  ait  lieu. 

Pour  cela,  il  n'v  a  ({uii  mettre  ces  é([uations  sous  cette  forme 

en  prenant  les  fonctions  primes  de  la  seconde,  les  fonctions  deuxièmes 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite;  retraiicliant  ensuite  altcinativenieiil 
l'une  de  raiitre,  on  aura 

./■•  .'•  -[/'yj]'  +  [/(r)]"-[/',r!]"'---=". 

où  les  traits  applicpiés  aux  parenthèses  dénotent  les  fonctions  primes, 
secondes,  eti-.  des  ipiantilés  l'enfermées  entre  ces  parentlif'ses. 

dette  équation  sera  donc  commune  au  maxiiiium  et  au  ininimum,  et 
servira  ;i  deleiiniiicr  la  valeur  de  v  en  fonction  de  .j-;  elle  sera,  comme 
il  est  aise  île  le  voir,  A'un  ordre  double  de  celui  de  la  ftuiction 
/'  X,  V,  v\  v",  . . .  1. 
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63.    Les  mrmcs  équations 

}  '■  •/'  -  ,/■',.)•"■    7  -»-'j'^.r(.r"K    . 

(lomuToiit,  |t;ii"  un  |tro('i'(li'  scnililaltlc, 

p  =/'i/ )-[./■■(.>•")]' +[.n/")]"- • 

y  =/'(/■) -[/'(.'■'"!  I'----. 

o=f'[f  -■■■^ 


Snii.  |Minr  alirt'gt'i 


O  =  W^  -4-  (.)  •/  -f-  Co'  o  -f- . 


I:i  liuicrKin  |ii'miilivc  ili'  la  (|iianliti''  (■> /"'(  y) +  (./y"(r')  4-. . .  .sera  x4-i2. 
fl,  ((iiiinu'  icltf  loiiclion  doit  ('Irt-  nulle  lorsque  .r  =  n,  si  l'on  dénote 
par  .\  la  valeur  de  12  (|ni  répondra  à  .v  =  a,  oii  aura,  puisque  v.  es!  une 
(■Mu^l;iiilc  arbitraire,  a  +  A— o,  et  |tar  eonséqueut  y.  =  —  \.  On  ani-a 
done  a  A  pour  la  l'onetion  |triniitive,  (|ui  doit  être  nulle,  en  vertu  du 
luaxiuiuru  ou  uiininintn,  lorscjne  .r-  h.  Si  done  on  dénote  encore  par  H 
la  valeur  de  il  (|iii  ré|i()mir:i  ;i    r       A,  on  anrii  ré(|nati(iu 

H  -  A  =  o, 

il  la(|iHdle  il  faudra  satisfaire  par  le  mo\en  des  eonstaiites  arititraires 
(|ui  entici'ont  dans  rex|)i'ession  de  y  qu'on  déduira  (\o.  l'écjnatiou 
ti-oiivée  ci-dessus,  eu  ayant  éi^iU'd  d'ailleurs  aux  condiliiius  spéciales 
du  pi'oMi'nie. 

.\insi,  par  exemple,  si  l;i  \aleiir  de  v  est  donnée  poui'  les  valeurs  d, 
h  de.»-,  alors  hi  \:ilenr  de  o  sei'a  nulle  dans  les  deux  qiKinlités  A  et  H: 
si,  de  pins,  la  valeur  de  y  était  aussi  donnée  [xnir  les  niéiues  valeurs 
de  .1,  les  valeurs  de  <./ seraient  aussi  nulles  dans  .\  et  H;  et  ainsi  de 
suite. 

Les  (juantilés  (0,  (./,  <•/ .  ...  étant  réduites  an  |)lus  petit  uoiultre  pos- 
sible tant  dans  l'expi'essiou  de  .\  (|ne  dans  c(dle  de  B,  on  égalera  il 
zéro  le  eoellieieni  de  ehaciine  de  celles  (pii  resterinit  piMir  satisfaire  il 
l'ecphiliini  H       A       <i,  indépendamment  de  ces  (juantités. 
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64.  Avant  ainsi  satisfait  à  la  prcniii'rc  condition,  il  ne  rcstcia  |)lns 
(ju'à  irniplir  l'auln'  condition,  (|ui  consiste  en  ce  (|nc  la  l'onction  |Mi- 
niitivc  (le  la  ([nanlitc 

5  "-/"(.>•)  -+-  ^•'"'  fiX'  y')  +  ïï'--»' '/"(/ J  +  •  ■  • 

doit  être,  entre  les  nicines  limites  a  et  h  de  .<•,  tonjours  positive  pour  le 
minimum  et  négative  pour  le  maximum,  en  supposant  (pu-  la  valeur 
de  (o  soit  quelconque  et  aussi  petite  qu'on  voudra. 

Je  remarquerai  d'ahord  ici  que,  quoique  les  fonctions  /"(y; , 
/■  V,  _v'  ,  ...  renferment  essentiellement  les  qnantités  o,  o/,  .  .in"  61  , 
on  peut  prouver,  par  un  raisonnement  semblable  ;i  c(dni  du  n"55,  qu'il 
suffira,  pour  le  niaximuni  ou  minimum,  (|ue  la  condition  dont  il  s'agit 
soit  remplie  en  supposant  le  coefficient  a  égal  à  zéro,  ce  qui  fait  dispa- 
raître ces  quantités  des  fonctions  dont  il  s'agit,  en  sorte  que  ces  fonc- 
tions ne  seront  plus  alors  que  les  fonctions  secondes  de  la  fonction 
/■(.r,  y, y,  r",  ...i,  prises  relativement  à  i' seul,  à  y  et  y',  ;i  i-'seul,  etc., 
et  auront,  par  consé(iuent,  des  valeurs  déterminées  en  .r,  y,  y' 

Cela  posé,  si  l'on  rappcdie  ici  le  théorème  que  nous  avons  démontré 
dans  la  première  Partie  (n"  38),  on  en  conclura  que  la  condition  dont 
il  s'agit  serait  satisfaite  si  la  proposée 

^'"-.f"[r)  +  «'-"'./"(.r,  y")  +  •  •  ■ 

était  telle  qu'elle  fût  constamment  positive  ou  négative  pour  toutes  les 
valeurs  de  .r,  depuis  .r  =  a  jus([u'à  .v  =  h,  indépendamment  des  quan- 
tités (0,  <.•>',  co",  ..  .,  et,  comme  nous  avons  donné  plus  liant  i  n"  56)  les 
conditions  les  plus  générales  pour  (|u'une  quantité  de  la  forme  dont  il 
s'agit  soit  nécessairement  positive  ou  négative,  il  n'y  aura  ([u';>  exa- 
miner si  ces  conditions  ont  lieu  dans  la  (|nantile  dont  il  s'agit.  Si  elles 
n'avaient  pas  lieu  ou  si  elles  n'avaient  lieu  que  dans  une  partie  de  cette 
([uantité.'il  faudrait  alors  clierclier  la  fonction  primitive  de  l'autre  par- 
lie  el  la  rendre  nulle,  ou  au  moins  positive  pour  le  minimum  et  néga- 
tive pour  le  maximum.  independanNUcnl  des  (|uanlilés  <o,  lo',  (.>' 


:«)-2  tiikokil;  dks  i-onctions. 

(iô.    l'diir  sinipliticr  l;i  sdliition  de  «■elle  (Hicstion,  nous  supposerons 

d'iiliori!  (iiic  la  (|iiaiilili'  proposée  ne  renlernie  (|iie  les  cai'i'és  et  les  pio- 

(liiils  (les  deux  (|nantites  o,  <./;  on  verra  aisément  (pie  la  niènie  me- 

lliode  s'elfiid  aux  cas  plus  eomplupiés,  et  nous  irpréseuterons  par  eelle 

l'orniule 

w-  M  -f-  of,)'  N  -4-  '<)'■-  P 

la  partie  de  la  même  (luantité  (|ni  est  toujours  positive  ou  négative 
eiitir  les  limites  .i~(t,  jr=^b:  l'autic  partie  sera 

^'^[irij!  -  MJ  +  ^'-'[/"(r-r')  -  ^]  +  '"'^[i/"ir')  -  '']- 

dont  il  laudia  (  lierclier  la  l'onction  primitive,  el  il  est  l'aeile  de  s'assurer 
il'avanee  (|ue,  pour  (|uo  la  quantité  co  demeure  indéterminée,  eette 
lonetion  ne  pourra  être  que  de  la  forme  ;;, -f-orv;  prenant  doue  sa 
ronctioii  piiuH'  et  comparant  tei'uie  ii  leiine  avec  la  précédente,  on 
aura 

y'-n,     ^,''^:\f":y^-U,     •«v=/"(r,r'l-N,     o  :..  ^ /",  r')    -  P. 

I.a  pi-emii're  de  ces  écpiations  dotiiM'  y,  égale  ii  une  constante  arbi- 
traire, et  les  tiois  autres  serviront  ii  déterminer  les  valeurs  de  ,M,  N,  P, 
qui  seront 

^1     i/"ir:-î''.   N=/"(r./)-2v.   P  =  î./"'(r').    ' 

el  il  laudia  (|m'  ces  valeurs  satisfassent  aux  conditions  «pii  résullenl 
des  formules  du  n"  5(5.  Or,  en  prenant  les  ((uantités  o'  et  o  :i  la  place 
des  (|nanlités  f)  et  //.  cl   par  consé(|uenl   I',  \,  .M  ii  la  place  de  A,  15,  ('., 

cl  l'aisaiil  T-    M-  ,,,1  on  aura  pour  le  minimum  les  deux  conditions 
I  P 

I' ,^  o  et  T  '  (),  et  p(nir  le  maximum  les  c(Mnlilions  ojqiosi'cs  1'  <>  el 
T<".  ou  liien  l'une  des  deux  (|uantités  l\  T  égale  ii  zéro,  tant  poni' 
le  minimum  (|m>  pour  le  maximum,  cl  ces  condiTums  dc\  i'(ml  avoii' 
lien  [lour  toutes  les  valeurs  de  a  ,  dej)uis  .r  —  ((  jus(|u';i  r  h,  pour  (|ue 
la  quantité  o'-P -t- «.«./N -i- or.M  soit  constannuent  positive  dans  le 
pr'cmier  c;is  el  nci^ative  dans  le  second  entre  ces  mêmes  limites. 
(j)inme  la  (|iianlilc  P  est  doimée,  elle  indi(pH'ra  tout  de  suile  le  maxi- 
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nnini   ou   niiuimuni;   in;iis  on   n'en  sera  asstiir   (pic  par  Taiilrc   con- 
dition T  >>  OH   ■<<>.  ou   liicn    ^o  potii'  les  (IciK  cas. 

Of).  De  |)lus,  cl  c'est  ici  nnc  condilion  l)icn  essentielle,  il  l'aïuira  (pie 
les  (|uantit(''s  ^I,  .\,  P  ne  deviennenl  point  iniinies  entre  les  in(''nies 
limites,  pour  (ju'on  puisse  être  assuré  (|ue  la  l'onction  primitive  de  la 
(juantité  dont  il  s'ai^it  sera  n<''eessairement  positive  ou  n(''i>ative,  d'après 
le  tlR'orème  du  n"  38  de  la  preniil'i-e  Partie;  car  ce  lli(''orème,  étant 
fondé  sur  la  nature  du  développenu'iit  des  fonctions  en  séries  des  puis- 
sances positives  de  la  quantité  ajoutée  à  la  variable,  est  nécessairement 
sujet  aux  exceptions  attachées  à  la  forme  de  ce  développement,  que 
nous  avons  examinées  n"  30  (l"^*^  Partie)  et  n°  13  ci  dessus;  il  pourra 
donc  être  en  défaut  si  les  fonctions  dérivées  de  la  foiu^tion  primitive 
deviennent  infinies,  parce  (ju'alors  le  développement  n'aura  plus  la 
même  forme;  c'est  ce  qui  arrivera  nécessairement  lorsque  la  fonction 
primitive  passera  du  positif  au  négatif  par  l'infini,  comme  les  tangentes 
des  angles;  alors,  pour  la  valeur  de  .r  répondant  à  ce  passage,  le 
développement  de  la  fonction  de  .v  ^  i  aura  son  premier  terme  de  la 
forme  Ai'",  m  étant  un  nombre  impair  négatif,  et  la  fonction  piiine 
ainsi  que  toutes  les  suivantes  seront  iutinies.  Dans  ce  cas,  la  fonction 
primitive  pourra  changer  de  signe,  quoi([ue  sa  fonction  prime  conserve 
toujours  le  même  signe. 

Pour  en   voir  un   exemple  liien   simple,   il    n'y  a   (lu'ii  considérer  la 

l'onction  — -  -  i    (iiii  est   ^i   lors(iue  -v^-,   et  =  —  2   lorsciue  .r  =  :^  ; 
1  --  î       '  '  -  ' 

cependant  sa  fonction  prime  ; ;t,  est  toujours  positive  tant  (|ne   /; 

a  une  valeur  réelle.    Ici   la    l'onction   primitive  et    toutes  ses   dérivées 
deviennent  infinies  lois(|iie  r  -   i . 

C'est  une  inoditication  ii  appointer  an  tliéoirme  dont  il  s'ai^il,  mais 
ipii  n'influe  [loinl  sur  la  conclusion  (pi'on  en  a   liree  dans  le  ii"  39. 

()7.    Avant  sali-^fail  ;i  ces  condilions,  on  aura  !a  l'onction  [uiinilive 

y.  -H  0)- V, 


:U)'. 
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dans  liKiticllc  v.  est  une  coiistaiilo  ai'l)itrair(>  (iiTon  <l(tt'riniiii'i'a  en 
sorte  (|iit'  la  fonclidii  soit  mille  lors(|iie  a  -^  a.  Supposons  o)-v  =  (i>), 
et  soit  (A)  la  valeur  île  i>  lors(|iic -i- —  «;  on  aura  a  =  — (A).  Ainsi 
la  lonelion  primitive  dont  il  s'agit  sera 

lii(|iielli'  devra  être  nulle  ou  positive  pour  le  inininiiiiu  et  néiialive  pour 
le  niaxiuunn.  eu  Taisant  r- 6.  Soit  donc  15  la  valeur  de  (il  lors(|ue 
.vz/j-  il  faudra  que  l'on  ail  (B)  — (A)>ou  <<)  poni'  le  niininiuni  ou 
le  niaxiniuni,  ou  ^oponr  les  deux  cas,  iiulépcndaniinent  de  la  valeur 
de  (•),  (|ui  doit  denuMirer  iiidelerniinée. 

Si  la  valeur  de  y  est  donnée  pour  les  valeurs  a  et  b  de  a-,  la  valeur 
correspondante  de  o>  étant  alors  nulle,  on  aura  (A)  =  o,  (B)  =  o,  et  la 
ciindilion  précédente  sera  remplie  tant  pour  le  maximum  ipie  pour  le 
minimum.  >!ais  si  les  valeuis  de  >- ne  sont  pas  données,  alors  il  fau- 
dra (pie  l'on  ait,  pour  le  minimum,  v  =  ou  ";>  o  lorsque  .r  =  A  et 
V  =  ou  <[  o  lorsque  .r  =  n;  et,  poni-  le  maximum,  v^  ou  <j)  dans  le 
premier  cas  et  v=  ou  >o  dans  le  second. 

A  l'éi^'ard  de  la  valeur  de  la  (|uantité  v,  elle  dépend  simplement  <le  la 

condition  T  ou  .M  —  m^o  pour  le   minimum   et  <''()   pour  le   maxi- 
•1 1  ' 

muni,  (".ettc  condilioii  sera  dom;,  en  substituant  les  valeurs  de  M, 
N.  P. 

cl  l'on  pourra  picndi'c  pour  v  une  fonction  quelcon(|m'  de  .r  (jui  v 
satisfasse. 

Ce  (|u'il  y  aurait  de  plus  simple,  ce  serait  de  supposer  la  (|uantité  T 
nulle  f  n"  65  ,  ce  qui  donnerait  ré(|uation 

\\\V  ~  N-  =  <>, 
savoir 

/",,■■;[/•",•;   -  7.1/']  -  [/"(.r,/;  —  2v]-2=:  O. 

par  lai|uclle  on  pourrait  diiermiiier  la  valciii'  de  v,  cl  le  maximum  ou 
minimum  dépendrait  simpIcuM'Ut  du  siijnc  de  la  (pianlilé  P  ou  ''/"{y}. 
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Oïl  aurait  de  cette  manière  le  inèine  résultat  que  dunne  la  méthode 
proposée,  dans  les  Mémoires  de  l' Académie  des  Sciences  Ai'  ijHG,  pour 
distinguer  les  niaxima  des  miniuia  dans  le  Calcul  des  variations.  Mais, 
d'après  ce  que  nous  avons  dit  ci-dessus,  il  faudrait,  pour  l'exactitude 
de  ce  résultat,  qu'on  pût  s'assurer  que  la  valeur  de  v  ne  deviendra  point 
infinie  pour  une  valeur  de  r  comprise  entre  les  valeurs  données  a  et  h. 
ce  qui  sera  le  plus  souvent  impossible,  par  la  difficulté  de  trouver 
ré(]uation  primitive  en  v  et  x.  Sans  celte  condition,  quoicinc  la  (pian- 
tité 

«^M-r  WW'N  -i-'V-P 

devienne  alors  de  la  i'ornic 

p(m-^^ 

et  qu'elle  soit,  par  conséquent,  toujours  positive  ou  négative,  sniv;int 
que  la  valeur  de  P  le  sera,  on  ne  sera  jamais  certain  de  l'état  positif  ou 
négatif  de  sa  fonction  [)rimitive. 

68.  Pour  en  donner  un  exemple  qui  pourra  servii' en  même  temps 
d'application  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  supposons  ijuc 
la  fonctiony.i-,  V,  V  ,  ....  dont  la  fonction  primitive  doit  être  un  maxi- 
mum ou  minimum,  soit 

y-  -^  imr'y—  ny-; 

en  prenant  les  fonctions  jirimes  et  secondes,  on  aura 

/"u)'  =■>«.   f".r^.r')  =  ""■"'>   f'^r"^^-' 

substituant  ces  valeurs  dans  ré{|uation  générale  du  n"  <)2.  (|ni.  dans  ce 
ras.  se  réduit  ;i 

./\.r, -L/i/l  =  <s 

on  aura  ' 

a  :  m  y'  -f-  ny]  —  ■?.  [y"  ~  my')  —  i>, 

savoir 

y—  ny  —  o 

IX.  3.) 


3'J(Î 
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|i(Hii-  rf(|iiiili(Mi  (lu  riiiixiimiiii  ou  minimiiin.  Cotte  ('(JikiIioii  csl  siiscci»- 
lililf  (le  l;i  inctluxlf  (In  m"  55  i  I"'  l'articl  et  (Idiiiic  siir-lc-clinini) 

i;  cl  //  chiiit  deux  constaiitcs  arliilcaiics;  si  //  clail  une  (|tiaiili((''  iK'ga- 
livc  =  —  X".  alors  on  aurait,  en  |ircnan(  d'aud'cs  coustaiilcs  arljilraircs 

g  ot  /i. 

X—  g-siiitA-i--)-  //). 

Sii|)j)osons,  pour  plus  do  siuiplioiti',  quo  los  valeurs  do  y  soient  dou- 
iK'os  pour  les  deux  valeurs  extr(.''uios  a  et  h  do.r;  los  (]iiautit(''s  A  et  H 
seront  nulles  (rellcs-UH'ines,  et  r('(|uatioM  H  =A  sera  salisi'ailo  (  u"  63); 
on  (h'terininera  donc  les  constantes  a  et />  de  manière  (|in'  v  ail  les 
valeurs  donni-os  lors(|ue  .r  =  rt  et  ,r=  b. 

Maliilcnanl,  nous  aur(His,  |>ar  les  lorniiiles'dn  n"  05, 

M  =  7j  —  v' ,     N  =  7.(m  —  v),     P  —  1 , 

(riiii  l'on  voil  <|ue,  pnis(|ne  P  est  >■  o,  il  n'y  a  (|ue  le  ininitnuin  (|ni 
puisse  avoir  lieu.  Mais  cette  condition  ne  suTlit  pas  |)iiiir  assurer  l'exis- 
tence du  iniuinuiin;  il  faudra  do  plus  que  l'on  ail 

N- 


' 


M    —    y.-    >  O         OU  = 

4P 


N= 


Suit  :  i"  !M  —  ;^j  >();  on  au 


H  —  v'  —  [m  —  v)->  o, 

en  prenant  pour  •/  une  (|iiantit('  (pii  ne  devienne  point  intinio  entre  les 
limites  a  et  h  de  ».  Si  la  valeur  de  //  est  positive,  il  est  clair  (|u'on  peut 
satisfaire  ii  cette  condiliini  en  faisant  v  = /»  ;  ainsi  on  sera  assur('',  dans 
ce  cas,  de  l'existeiu-e  du  minimum,  puis(|U('  les  deux  (|uantil(''s  (  A  )  e! 
15  sont  d'ailleurs  nulles  par  l'iiypotlièse  (|iie  les  valeurs  de  y  sont 
donm'os  pour  .r  =  a  et  =h  (n"  07).  .Mais,  si  //  esl  m'gative  et  =  -  /•-, 
on  aura   aloi's  la  condition 


-^  [111  —  v]-. 
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et  il  n'est  pas  aisé  de  trouver  une  valeur  satisfaisante  de  v,  ni  tuénie  de 
s'assurer  (|u'on  pourra  la  tronvor. 

Soit  :  ■)"  M—  y- =(>;  on  auia 
4P 


Je  suppose 
j'aurai 

ee  qui  donnt 


—  y'  =  A"-  -\-\ni  —  y]-. 
m  —  V  =  Ap; 


-=.  +  p^ 


A-, 


et,  prenant  les  fonctions  primitives  des  deux  membres, 

angle  tangp  =^  hx  -i-  (/, 

savoir 

p  —  lang'/i  ,r  -!-(/), 

il  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur  devient  infinie  lors(|ue 
k.r-^d—  à  l'angle  droit,  ou  à  trois  angles  droits,  ou  etc.  Donc  on  ru' 
sera  pas  assuré  de  l'existence  du  minimum  si  la  ([uaiitité  [h  —  a  k  est 
plus  grande  que  la  valeur  de  deux  angles  droits. 

En  effet,  pour  que  le  niiuiniuin  ait  lieu  en  i^éiiéral,  il  faut    u"  64) 
(|ue  la  fonction  primitive  de  la  (juantilé 

soit  positive,  quelle  que  puisse  être  la  valeur  de  to.  Supposons 
to  =  /sin.T;  cette  quantité  deviendra 


dont  la  fonction  primitive  est 

. .  / 1  H-  /(  \  —  n    .  m  \ 

/'-    X  H , —  sin^x ces  2  J"    -+-'•, 

\     •••  4  •i  / 

r  étant   la  constante  arbitraire  qu'on  déterminera  de  manière  (|ue  la 
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l'oiiclioii  priiiiilivc  soit  iiiilli'  lorsiiiic  .ï-  =  n;  eiisiiilo  on  W'vn  .r=A. 
Donc,  si  l'on  suppose  (i  =  n  cl  h  égal  à  deux  angles  droits,  aliii  une  la 
valeiii-  (le  o  soit  nulle  lorscpu-  .v  =  a  et  = /'  snivant  riiypollil'se  ,  on 

aura  c—  -     i  et  la  valeni'  eoinpil'te  de  la   lonetion   primllive  dont   il 

s'agit  sera 

t-[i  -t-  «1  D, 

I)  re|iresiMitanl  l'angle  droil;  et  il  est  visilile  (|uc  cette  valeur  poiiria 
ilevenii'  négative  lors(|ne  n  =      /-,  en  pieiiant  /■  >  i . 

(il).  Supposons  niaintenaiit  ((ne  la  (|nantit(''  (|ui  renléinn'  les  secondes 
dimensions  de  o>,  o',  ...  conlieniu'  aussi  <o  ,  en  soi'le  (|u'(dle  soit  de 
la  loriiie  (ii"  61  ) 

joy-f  y] -+- ow'f"  r.y] -i- i'»'-f '[}■']  +  «-.."/".j-, ) "1  -+- o.'.-,." /■":/, J-";  +  i'->"-/"(;' 

nous  [ueiidrons 

M-M  -T-  'j)'i>'  N  -+-  'ji-  P  ~-  r,)'j)"Q  ■+-  o)'o)"  K  -+-  0)"-  S 

poiii' la  partie  de  cette  (|uantité  (|ui  doit  ("'Ire  assujettie  aux  (•on(liti(Mis 
de  la  formule  du  u"  56,  et  il  landra  (|ue  la  dill'erence  de  ces  deux  (|uan- 
tités  soit  susceptible  d'une  l'onction  pi-imitiv(;  indt-pcudammenl  de  la 
(piantité  <o.  Cette  fonction  ne  pourra  donc  être  ([ne  de  la  l'ornn' 

y.  ■+-  'it-V    -4-    fr>'r)'ci    -t-    '.)'-'p, 

et  l'on  trouvera,  par  la  compaiaison  des  termes,  les  équations 


9.v-rnj=/"(j,/;->. 

^  +?'  =  W\f)  - 1'. 
«j^.nr./'  -0, 
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K'S(iU('ll('.s  (IdiiiuMit  ;'.  égale  à  une  foiistanto  arbitraire,  eiisiiile 

M=i/"0-)     -y, 

N  =f"[y,y]  —  îv  — ro, 

P=^/"(.r')   -^-?, 

où  les  trois  (jiiaiililés  v,  n,  z  denieureiit   indéterminées;  niais  il  lamlra 
les    prendre    telles   (ju'(dles    satisfassent    nux    conditions    anx(|nelles 

doivent  être  assnjetties  les  (|naiitités  M,  N,  P et  (|n'oii  penl  déduire 

du  n"  56,  en  prenant  les  quantités  w",  <o',  oj  à  la  place  des  qiianlilés/;. 
q.  r.  Ainsi,  si  l'on  t'ait 

T  =  P-«;,     V  =  N-Q^. 

les  conditions  pour  le  minimum  seront  S>-o,T>o  et  Y>o,  et.  poin 
le  maximum,  S<<),  T<<o,  Y<o;  et  ces  conditions  devront  avoir  lien 
pour  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  .r  =  a  jusqu'à  j  =  h.  La  valeni'  de  S 
indiquera  le  maximum  ou  minimum;  mais  on  n'en  pourra  être  assuré 
que  par  le  concours  des  deux  autres  conditions.  De  plus,  il  faudra  (|ne 
les  quantités  M,  N,  P,  Q,  R,  S  ne  deviennent  jamais  intînies  entre  les 
mêmes  limites,  par  les  raisons  exposées  plus  haut  [\\°  66^. 
Enfin  il  faudra  (pie,  en  supposant 

i2  =  &)-v  -i-  wn'vs  +  0)'-p, 

et  prenant  (A)  et  (B)  pour  les  valeurs  de  (12)  qui  ré|)ondenl  ii  r      a  et 

.r  =  b,  l'a  (juautité  fB;  — (Ai  soit  |)ositive  pour  le  minininrn  et  iiei;ative 

|)our  le  luaxiinnin,  iii(lé|)('ndaninient  des  valeurs  de  w  et  de  w'    n"  67  . 

On  suivra  les  iiiiMues  [irocédes  p(»nr  les  l'onctuMis  pins  coni|ili(piée-. 
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70.  Si  les  v;il(Hirs  do  v,  v'.  . . .  n'otaiciil  pns  (loiinrcs  |)(Hir  les  valciii's 
(I  cl  I)  (le  .V,  mais  (|ii'il  v  l'iit  sculcnuMit.  par  la  iialiirc  du  iirolilrmc.  une 
(■(dation  t'iili'c  ces  <|naiitit('S.  rcprésoiilcc  par  l'cMpialimi 


;d(irs.  siiivaiil  Irs  priiiripcs  du  n"  5S.  il  n'v  aiiiail  (pi'à  ajoiilcr  ;i  la 
rdiicliiiii,  (|ni  doit  rlic  ]iositiv('  pour  le  iiiiiiiiiimii  cl  iici^alivc  pour  le 
iii:i\iiiiiiiii.  la  (|iiaiililc 

iinilliplicc  par  un  cocdicicnl  indéterminé  F,  ol  Irailor  ensuite  les  quan- 
lilcs  <>,  M  ((unmc  indc|»cndanl('s.  Ainsi,  si  la  condition  dont  il  s'at^il 
doit  avoii'  lieu  pour  la  valeur  de  .r^ d,  on  ajouleia  aux  deux  (|uanlités 
A  et  (A)  (n'*  03,  (û  :  les  (luanlilés 

r[(»9'L)-)  +  o.'9'(j')  -t-...] 

et 

rappoilécs  il  la  uienic  valeur  de  .r;  et,  si  celte  coiulilion  devait  avoir 
lieu  poui'  la  vali'ur  .<  /j.  ou  ajouterait  aux  valeurs  de  |{  et  de  (H)  l(!s 
nu'incs  (piauliles  rapportées  ii  .r— />. 

On  suivrait  le  même  procède  pour  chacune  di's  conditions  d(mnées, 
s'il  V  en  avait  |)lusicurs. 
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CHAPITRE  XIII. 

EXTENSION  m:  LA  MET.UU,E  PRÉCÉDENTE  AUX  EONCTIONS  dVn  NOMBRE  OUKLCONO.E 
1>E  VAUIAnLES.  PUOIILÈME  DE  LA  BRACIlISTOCHliONE.  CARACTÈRES  POIR  DLSTINCl  ER 
SI  INE  FONCTION  PROPOSEE  EST  OC  NON  INE  FONCTION  PRIME,  OC  EN  GÉNÉRAL 
INE  FONCTION    DÉRIVÉE  d'uN  CERTAIN    ORDRE. 


71.  Lit  lonclioii  proposée,  dont  la  fonction  primitive  doit  être  un 
inaxiniuin  ou  un  inininuim,  pourrait  contenir,  outre  les  variables  .r 
et  r,  une  troisième  variable  z,  indépendante  des  deux  autres;  ou  opére- 
rait alors,  relativement  à  cette  variable,  comme  on  a  fait  relalivem(>nr 
Il  y.  Ainsi,  en  désignant  la  fonction  proposée  par 

on  y  substituera  à  la  fois  les  quantités  y- w  et  r-'C  à  la  place  de  r 
et  z,  et  il  faudra,  après  le  développement,  que  la  fonction  primitiv  dv 
la  partie  qui  ne  contiendra  que  les  premières  dimensions  de  <■>,  ,./, 
'" ^'  ^''  '•  •••  ^"''  """"'•  <'t  que  la  fonction  primitive  de  la  par- 
tie qui  contiendra  les  secondes  dimensions  de  ces  mêmes  quantités 
soit  positive  pour  le  minimum  et  négative  pour  le  maximum,  iudép.'n- 
damment  des  ([iiantilés  to  et  "C- 

De  là,  par  une  analy.se  semblable  à  celle  du  n"  G2  et  en  conservai.! 
aussi  pour  les  fonctions  primes  relalives  à  ...  z\  z' \  ...  une  noialion 
semblable  à  relie  ,|i,,.  nous  avons  employée  relalivemeul  à  v,  v. 
'' "Il  auia  ces  deux  é(|iialions, 


/'(.r) -[./■' (/)T^[/(r"i]"-. 
f'(^)-lf'{z-ÏÏ+[f'{z")r~.. 
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.|ni  .-cixiioiil  à  ih'lci'iniiifr-  les  (|ii;iiil iirs  )'  et  ;  cii  l'diiclioii  de  .c.  Ku- 
Miili'  il  riiiidra,  irlalivenuMit  aux  (iiiaiilitos  z  cl  'Ç,  satisl'airo  ;i  des  coii- 
(liliuiis  sciiil)lal»lcs  à  celles  (|u'()ii  a  trouvées  par  rapport  à  v  cl  (o  ;  c'est 
un  (ielail  (|iii  nous  nii'ucrail  trop  loiu  et  (pie  le  ierteui'  peut  sup- 
pici'r. 

Ou  voit  pal'  l;i  i[[\(\  s'il  y  avait  une  ipuitrii-uie  variable  //,  (ui  aurait, 
relativeuieiit  il  celle  varialile,  une  é(pialioii  seuihlahlc  ;i  celles  ipii 
repiuideiil  aux  varialtles  v  et  r- ;  et  ainsi  de  suite. 

72.   .Mais  si,  dans  la  loncliou  /' a-,  V,  v' :,z\...],  h  (piaiitité  ; 

dcpciidail  des  ipiaiitités  .e  cl  ■»' d'une  inaiiii're  (piidcoiupie  (humée  par 

ré(piation 

9(r,  r,  r',  . ..,:,:' )  =  <>, 

alors,  suivant  les  uiéuies  principes  du  ii"  58,  (Ui  aj(Hilcrait  siinpleuienl 
la  l'onclion  of  r,  v,  r',  ....  :,  z',  .  .  .\  multipliée  |)ar  un  cocriicicul  indé- 

lerminé  cl  vai'iahlc  A,  à  la  t'ouclioii  proposée /\.r,r,v' z.  z',...], 

cl  l'iMi  clicrclierail,  par  les  niétliodes  exposées,  le  niaxiuiiini  ou  iiiini- 
iiiuui  de  la  l'onclion  priuiilive  de  celte  r()ucli(ui  composée,  eu  rei;ardaut 
les  (piantilés  V  cl  ;  comme  indépeiidanles.  Ainsi,  on  trouvera  d'aliord, 
piuir  le  maximum  mi  minimum,  les  deux  éipialions 

.r(.ri---[/'(/;I-^  [/'(/']"-. ..  +  A9'(.r)-[:Ao'(/j]'+[Ao'(/'i]''-...=  o, 
./''-)-f.n2')]'--[./'i-M"---^-^?'(^)-[A9'(^'J]'H-[A9'(=")]"--.=  '-, 

d'où,  élimiiianl  la  (piantité  A,  on  aura  une  é(|ualion  ipii,  combinée  avec 

ré(|nali(ui  donnée  o'.r,  r,  v' z,  z',  . . .'  =i),  servira  ;i  délerminci' 

les  valeurs  de  y  et  r  en  ronction  de  .v. 

Kniin.  si  la  loiiclion  |)riiuitive  de  la  I'oik  lion  /'  r,  v,  y',  . . .)  ne  devait 
elle  un  maximum  ou  un  iiiiiiimiim  (pranlaiil  ipie  la  Ibnclioii  pi'imitivc 
d'une  autre  jonction  9  .r,  v.  v',  .  . .  sérail  donnée  eiilre  les  mêmes 
valeurs  ti  el  h  de  .r.  il  n'y  anrail  (pi'ii  clierclier  le  maximum  ou  mini- 
iniiiii  de  la  somme  des  deux  ronctions  primitives,  apil's  avoir  multiplié 
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l;i  seconde  |);ir  un  coeiriciciil  iiidélerminé  indépendaiil  de.r,  c'est-ii-dirc 
le  niiixiniuiii  on  rniiiiniiiiii  de  lu  t'onclioii  pi'iiinlive  de 

f.x,r,)',  ...':  +  A  9i>, _)•,/,  ..  .\ 

en  rei;;u-(lant  A  eoninie  nne  ([uanlilé  constante.  De  celle  manière,  on 
aura  d'ahoni  l'iMiuatioii 

/'(.>■) -|:./"ir')]'+[/'l  >■")]"-...+ A  9'tj-]-A[o'(r'-]'+A[?'[;-"}]"-...=  o, 

el  l'on  déleniiinei'a  la  constante  A  de  manière  (|ne  la  l'onction  primitive 
de  o  .r,  >',  v',  . . .  :.  prise  depuis  .r  -  !•/ jnscju'à  .r  =- /v,  soit  donnée:  el 
ainsi  du  reste. 

73.    Les  prohli'nies  de   la   brachisloilironc  el   des  isopérimclrcs.   pro- 
posés et  résolus  d'abord   par  les  deux   frères  Bernoulli I   ouvert  la 

route  pour  traiter  ce  nouveau  genre  de  questions  r/e /«c/j///»\  rv  mini- 
niis.  On  a  trouvé  ensuite  successivement  des  méthodes  plus  générali's 
et  plus  simples,  et  l'on  est  parvenu  enfin  au  Calcul  des  varialiotis.  (|ni 
parait  ne  rien  laisser  à  désirer  sur  ce  sujet.  Comme  les  é(|uations  trou- 
vées plus  haut  (n"'62,  70)  sont  les  mêmes,  ;i  la  notation  près,  que  ctdies 
(|ui  résultent  de  ce  Calcul,  nous  pourrions  nous  dispenser  de  les  appli- 
(|uer  il  des  exemples;  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  montrer  encore,  par 
un  exemple  connu,  l'usage  des  ri'gles  pour  distinguer  les  maxima  e! 
minima.  el  s'assurer  de  leur  existence. 

Nous  reprendrons  poiM'  cida  le  pi'cdili'uie  de  la  l)i'a(dnsloclii'one.  ou 
ligne  de  la  plus  vite  descente,  à  cause  de  sa  céléhrilé;  il  consiste, 
comme  \\n\  sait,  ;i  trouver  la  courbe  le  long  de  la(|uelle  un  cor|)s  pesant 
descendrait  dans  le  moindre  temps  d'un  point  donné  à  un  autre  point 
donné  et  placé  dans  une  verticale  dillerente.  Comme,  |)ar  les  principes 
de  la  >[écani(iue,  la  lonclion  |irime  du  lcin(is  est  égale  ii  la  l'ouclion 
piime  de  re.s|)ace  divisée  par  la  vitesse,  et  (|in'.  dans  les  coips  (|ui 
tombent  par  la  pesanteur,  la  vitesse  est  toujours  proportionncdle  à  la 
l'acine  carrée  de  la  haulciir  d'oii  ils  sont  censés  être  descendus,  si  l'on 
rappoi'te  aux  ti'ois  coordonnées  rectangidaii'cs  ,r.  v.  r.  la  courbe  dccrile 
1\.  4o 


M\ 
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i;ir  II"  i-tirps,  cl  (|ii'(in  pi'ciiric  les  abscisses  .i' vcrlii'ali's.  la  \ilcsscscia 
)i'«)|ior'tioMncllc  il  \/i    '   .V,  et  v/l-+-.v'"-l-3''''  sera   la    toiKlioii   luiiiic   de 

aiv  (le  la  ciHiihc    n"  .i  i    :  aiiisi  ■,  '         sera  |ir(>|»(irlhiiiiicllc  a  la 

\f/i  -f-  .r 

iiiii'tidii    |ti-iiiic   (lu    temps,    (loiil    la    lonclioii    |»riiiiilivc    (le\ia    ('Ire    un 
iiiiiiiiiiiiii.  Ou  aura  iliuic 


/',  j-,  )•,  )  ',  ...,:, 


\  '  -t-y-j+z'-. 


v'A  +  X 


il(Mic,  prciiaiil  les  lunelions  primes,  ou  aui'a 


/■(7)  =  ".  f'ir') 


\/h  +  X  \/i  ■+■  y--\-  ■•"- 


h  -h  X  \/i  -f-  x'-- 
't  l'im  aura    ii"  70    les  deux  e(|uati()us 


,  /(  -f-  X  V  >  -1-7'-+  -'■ 


,  V/'  -h  x^i  -i-y-  -h  z"- , 
(|Uelles  (Idiiueiil  d'alidi'd  ces  deii\-ci  du  premier  iirdrc. 


h  -t-  X  V  I  -i-y--hz''- 


ni, 


y'A  +  X  \'\  -T-r'^-i-z'^ 

m  cl  //  (>laul   deux  ((Uislaiilcs  arbitraires. 

I'      1  1  I-  <<  V        "'      I 

rai  (livisaiil  CCS  deux  e(|iiali(iiis  1  une  par  I  aiilic,  ou  a  '  .        — ;  doue 

II}'  . ,  ... 

3  = --  )  et,  prenant  I  ciiualioii  urimitivc,  ou  aura 
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/  ('laiit  une  nouvelle  coiistaiile  arbitraire,  (lette  e(|iialioii  étant  à  un 
plan  vortieal.  |»nis(|ne  l'abscisse  verticale  .r  no  s'y  trouve  pas,  fait  voir 
(|ne  la  cotirlie  clicrcliee  est  loiile  dans  ce  plan;  aiii>i,  en  prenant  Taxe 
(les  1' dans  ce  même  plan,  on  pourra  supposeï'  z  =  o,  en  faisant  /et 
//  =().  et  l'on  aura  pour  la  couriie  cette  ('([nation  unique  entre  les  coor- 
données r  el  V, 


vA  -t-.r  vH-/-! 
d'oii  l'on  lii'c 


,  m  \!  Il  -+-  X 

"    yi  —  ni-[li-\-x) 

c(pia(iou  il  la  cvcloule,  les  abscisses  .v  l'tant  prises  sur  le  diami'lic  du 
cercle  générateur  et  les  ordonnées  y  |)erpendicnlairenieiit  ii  ce  dia- 
nil'trc. 

l'uis(jn'oii  suppose  que  les  deux  jtoints  extrénu's  de  la  courbe  soni 
donnés,  les  (juantités  co  et  C  répondant  à  ces  points  seront  nulles,  et  les 
valeurs  des  quantités  A  et  B  seront  nulles  aussi  en  prenant  a  et  h  pour 
les  valeurs  de  r  qui  répondent  à  ces  points;  ainsi  la  condition  B  — A  =  () 
sera  remplie.  Si  l'on  faisait  d'autres  bypotbi'ses  ndativement  à  ces 
points,  on  trouverait  d'autres  résultats;  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas, 
parce  que  ces  différentes  (|uestions  ont  été  déjà  discutées  et  résolues 
par  les  principes  du  Calcul  des  variations.  Mais  il  faut  voir  ce  (pie 
donnent  les  ternies  où  les  ([uantités  w  el  "C  monleriml  ;i  la  seconde 
dimension  et  dont  la  fonction  primitive  doit  être  positive  p(}ni-  (|iic  \v 
niinimnm  ait  ell'eclivcnu'nl  lieu. 

(!(unme    la   fonction    proposée  /.r,v,  v' :.;',...     ne    ronticnl 

point,  dans  le  cas  |)rêsent,  les  variables  v  el  r,  mais  seuienuMit  leurs 
fonctions  |)rimes  >  '  et  r  .  il  est  i'acile  de  voir  (pu'  les  Icrnu's  dont  il 
s'agit  seront  simpIcuH'nl  de  la  l'orme 

'i''^' -  .f'\y)  +  '•''?'./"'(.'■'>  ='.  -t-K''.r' ■;='). 

cl  l'on  trouve,  en  [irenant  les  fonctions  prinu's  des  ([uanlilés  /    v    el 
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/'\;    rolativcriicnl  ii  y'  et  z', 

I  -i-   -.'2 


X'z' 

j) 

v//*-+-a-;i+/--i-;'-)^ 


(le  soric  (|iii'  la  (|iiaiilil('  doiil  il  s'ai;ii  dcviciulra 

M'-f  I  -4-  s'-)  —  7.f,i';:'r';'-H  Ç'-fi  +  r'-l 


2  v'/(  +  a.-  i  r  4-  j"-  +  :;'-)- 

la{|iicll('  pi'tit  se  incllrc  sons  celle  l'orme. 

6i'--i-  £'-  +  l'o';'  —  r.r')- 
->.  y  /(  -+-.r  '  I  -T-,r'-  -4-  :'-V-i  . 

on  l'on  voit  (jiie  celle  (|iiaiilité  a  (relle-iuènie  la  |iro|iflelé  (Tèire  toii- 
joiii's  iiécessaiieiiieiil  |iosilive,  (|iielles  (|iie  soieiil  les  valeurs  de  o  cl  C  ; 
cl,  comiiie  d'ailleurs  (die  ne  saurai!  jaiuais  deveuir  infinie  tanl  qui!  v' cl 
r.  ne  seront  pas  intinies,  il  s'ensuit  (|iie  le  ininiuiuni  aura  néeessaire- 
nn'Ul  lieu  dans  la  cvcloide. 

Nous  n'enlrei(Mis  pas  dans  d'autres  détails  sur  ce  prohiènie,  (|ui  oH'r<' 
dill'ereiils  cas  il  examiner,  suivani  les  condilions  (pi'on  peut  demander 
ndaliv<-nienl  an  premier  et  au  <lerniei'  point  de  la  courhe,  cl  |iar  rappcu'l 
a  la  eonrlie  tnénie,  (pi'on  peut  supposer  devoir  être  li'acéc  sur  une  sur- 
face donnée.  I,;i  sidnti(m  de  Ions  ces  cas  peul  se  tirer  aisénu'nt  des 
princi|tes  étalilis  ci-dessus.  /o/VIa  tin  de  la  feç{Hi  XXII  du  (alnil  des 
fonriions    '  . 

7V.  I, 'analyse  ipu'  nous  aviuis  eniplovee  p(tiir  trouver  les  maxima  et 
miiiima  des  fonclimis  primilives  donne  lieu  ii  iim'  ol)sei'vali(Hi  impor- 

■)   Ofiiivrcs  lie  lMgi<iiij;c,  I.  \. 


SECONDE   PARTIE.  -  CHAPITRE   \ill.  Gî- 

tante. Nous  avons  trouvé  (u"  62)  que,  |)oiir  que  la  (|nantil{' 

f" ./"(;■)  -t- «'./''ij')  +  ''^".f"\r"  -*-•■• 

ait  une  fonction  primitive,  (pielle  ((ue  soit  la  valeur  de  o.  il  faut  satis- 
faire à  ré(|uation 

/'(.)■)-[/'(>•'']'+[./■'(;•")]"-••■  =  "• 

Doue,  si  cette  (juanlité  était  (relle-niénie  la  fonr|i(Hi  prime  d'uni' 
fonction  de  .r,  y,  v',  ...,  (o,  o',  ....  réipiation  pi'écédeule  auiail  aussi 
lieu  (relle-nième  et  sérail  |)ar  cousé(|ueut  ideuti(|ue. 

Or  on  voit,  par  le  u"GI,  que  la  (|uantilé  dont  il  s'aiiit  u'esl  aiilic 
cliose  ([ue  la  partie  du  développement  de  la  fonetiou 

f\x,y  +  cr),  y'  -\-  w',  j  "+  &/,  .  .  .  ) 

qui  ne  contienl  ([ue  les  premières  dimensions  de  o,  w',  o," I   je 

vais  prouver  que  cette  quantité  sera  néeessairemeni  une  fimriiou 
prime   si  /[■r,  y, y' , y" ,  . . .]  est  elle-même  une  f'oniiiou  priuu'  d'nue 

fonction  de  x,  y,  y' 

En  elTet,  si  cette  fonclion  est  uni'  Hmction  prime.  (|uelle  que  suil  la 
valeur  de  v  en  .r,  elle  le  sera  encore  en  mettant  !-!-<•)  au  lieu  de  ^•. 
(|nelle  (|ue  soit  la  (juantité  o;  donc  la  fonetiou 

f  X,  y  -h  0),  y'  +  'ji' ,  .  .  . 

sera  aussi  nécessairement  une  fonction  prime,  eu  |)reuaul  pourri  une 
fonction  quelconque  de  .r.  Supposons  que  cette  fonction  soil  i\v\v- 
loppée  suivant  les  puissances  et  les  pi'odiiils  (h'  <o,  o',  <.■>",  ....  cl  dcni)- 
tons  respectivement  par  P,  Q,  li,  ...  les  parties  de  ce  dcveloppenn'ut 
({ui  contiendront  les  premii'res  dimensions,  les  deuxil'mes  dimensions, 
les  troisièmes,  elc.  des  imuncs  (pniulih's;  ou  aiii'a 

f[x,  y  ^-  w,  >•'-+-  m',  y"  -+-  rW,  .  .  .]  ^f\x,  y,  y' ,  y",  ...-+-  P  h-  O  -t-  R  -t-  ... . 

Ainsi,  il  faudra  (ph'  la  (|uanlité  P  +  Q  +  R  +  ...  soil  la  fonclion  primi' 
iTune  lonclMUi   de  .v,  y,  y',  ...  cl  de  o>,  c/,  o" cl  il   est    facile  de 
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viiii'  (Hii-  tliiirimc  (les  iniimlilrs  P.  O.  R,  ...  (Icviii  ilrc  imi  iiailiciilicr 
mu-  l'iMiclidii  |iiiii}c.  iiuis(|iii>,  CCS  (iiuiiililcs  rciircnnaiil  îles  (liiiiciisions 

(lilVfrt'nlfs  di'  riiKli'lt'i'iiiiiiéc  o  et  de  sc>>  l'oiiilidus  dérivées  <.>'.  <■," 

il  est  iinpossilde,  |)itr  la  nature  des  tonetions  dérivées,  que  les  luiic- 
lioiis  |iiiiuitives  de  I',  O,  R.  ...  dé|ieruleut  les  uues  des  auti'es.  Or  oii 
a,  dans  le  uurnéru  eite,  . 

V  —  w  /■' j-  ■+■  0)'  f"  y  -+-  'W'f  "[)■"'  -f- . . .  ; 

donc  cotte  quantité  sera  d'idie-niènie  une  toueliun  |iiinie.  Donc  enfin, 
si  la  l'onction  /•»'.,>'.,■>'.„■>% est  nue  loueliiui  pi'iiiu',  l'équation 

sera  m'ecssairenienl  idetiti(|ue. 

Heeiprdqueuieiit,  un  [leul  démontrer  (|ue,  si  celle  e(iualiou  est  idcn- 
ticjuc,  la  loiution  J  \-i\  y,  y  ,  j'\  ■■■  ^cra  nécessairement  une  l'onction 
prime,  car  nous  avons  vu  que,  si  celte  é(|ualion  est  vraie,  la  (|uantilé 
1'  est  une  tuiiclidU  |ii'inii',  (pielles  que  soieul  les  xah'Uis  de  >'  et  de  o  ; 
donc  elle  sera  encore  une  loncli(Ui  prime  si  ii  la  place  de  y  on  met  l'-f-co. 
Supposons  qm',  par  cette  suhstilution  et  par  le  dévidoppement  suivant 

les  dimensions  de  <.j,  (./,  (./' la  (|uaulité  P  devieiiue  P -+-/;-!-.. .;  la 

quantité  j)  contenant  les  premiers  termes  du  dévelo|q)ement  dans  les- 
quels <•),  (./,  (.)' ,  . . .  ne  formeront  (|ue  deux  dimensions,  on  en  conclura, 
comme   plus   liant,  que   la    (juaulile  /^  sei'a    eu    pailieulier    la   l'onction 

prime  d'une  (onction  de  .r,  v,  v o,  (•)'.  . . .;  mais,  jtar  les  f'oi'mules 

^iénérales  que  ncuis  avons  données  dans  le  u"  76  de  la  pi'emii're  Partie, 
il  est  facile  de  Vdir  (|ii'on  a  j)  ~-  >.()  :  donc  la  (|uautite  O  sera  une  fonc- 
tion jjrinu',  V  et  <■>  étant  (|U(dcon(|ues  ;  donc  elle  sera  encor<'  nm-  fonc- 
tion |niim'  en  y  suhstituant  ■»'  + <■>  pour  v.  Kt,  si  l'cm  suppose  (|ue, 
par  celle  sul)>rituliiin  et  par'  le  devidoppeim'nt  siiivanl  les  puissances  et 
les  proiluits  <le  o,  <.)  .  ....  cette  rmictiiin  devienne  Q  -f  «y  !  ....  la  (|uan- 
lité  f/  renfermant  les  premiers  termes  du  développement  où  les  o.  <.j', 
<•>",  ...  ne  ['(U'uiciDiil  (|iie  Irnis  d i riieiisidus,  on  en  con(dura  aiis>i.  comme 
ci-dessus,  (pic  la  (|uantite  y  sera  elle-même   une  fouctioii  piime;  mais 
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par  les  fornuilos  du  iiièmc  numéro  ou  trouve  q  =  3K  :  donc  la  quaulitc 
U  sera  elle-nièuie  aussi  iiue  fonction  priuie,  et  ainsi  de  suite.  Hn  ellet, 
si  /■.  \,  .  .  .  sont  les  [ircniieis  ternies  du  (levei(>|i|ienieul  des  «[Uanlités  H, 

S on  aura    numéro  cité  ,  après  la  substitution  de  y  -r-  w  à  la  place 

de  (o.  r  —  '(S,  A- =  JÏ d'oii  Ton  conclura,  en  suivant  le  même  rai- 
sonnement, (jue  les  (|nantités  S,  T.  .  .  .  seront  aussi,  cliacune  eu  parti- 
culier, des  fonctions  primes. 

Donc  toute  la  série  P-^Q  —  R -^. . .  sera  nécessairement  la  fonction 

prime  d'inic  foiictitui  de  .r,v,v w,  <.<>' (jneiles  (pie  snieiit   les 

valeurs  de  v  et  w  en  .r.  Donc  la  quantité 

f  x,y  —  'j,),y^'ji',  ...    -f  x,y,y 

qui  est  égale  à  cette  série,  sera  une  fonction  prime  eu  doiiiiant  ii  <.j  nue 
valeur  quelconque,  et,  par  conséquent  aussi,  en  faisant  oj  =  —  v:  (u-, 
dans  ce  cas,  la  fonction /"  ,r,v-f-(o,v'-}- lo',  .. .  ne  sera  plus  qu'une 
simple  fonction  de  .i-  sans  y  ni  w,  qui  pourra  être  censée  la  fonction 
prime  d'une  fonction  de  x.  Donc  la  fonctiony' .x,  v,  \-'.  v  ".  ...  sera 
elle-même  nécessairement  la  fonction  prime  d'une  fonction  de  jl\  v, 
v' 


75.   Il  suit  (le  là  (|ue  l'etiualion 

contient    le   caractère    |iar  lc(|uci    on    peiil    i('C(Uinaiti('  >i   la  fonction 
f  .v,y,y',y",  . . .)  est  ou  non  une  fonction  piime. 

On  Intuvera  de  la  nuMiie  manière  (pie  les  deux  é(|uations 

renfeinient  le  caracli're  par  lequel  on  pourra  reconnaitrc  si  la  fonction 

/    j ,  V,  V ;,;,...    est  ou  non  une  fonction  prime,   les  quantités 

V  et  :  étant  indépendantes. 
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M;iÉ>.  si  l:i  i|Uiinlitr  c  di'iu'iulail  «le  lï-qualioii 
i  X,  y.y' ,  ...,:.:'.■■    =;  n. 

on  aiintil,  loiniiu-  au  n"  71. 

/,.'•  -[/\vTJ-l-[/\.»']-...-Ao\j.-[A9y,]-T-[A9\/  ]"-... =  o, 

/■',    -[/•;-7+[/';r-r-...-^A9';  =  :-[A9'(^'^]'-^[A9'(:' ]"-...=  o, 

cl  rt'(|iiatiiiii  icsiiltaiitf  de  rdimiiiatiiiii  Je  rindftfriiiiiicf  AcdiUifiitlrait 

1»^  faracli-n'  i|iii  iVrait  rfiunnaitrc  m  la  lomtioii  f  .v.y,y' z,  z\  . . . 

fst  (rfllc-nu'iiii'.  ou  non,  une  fonction  ininie. 
l'uisque  la  fonction  juiinitive  de  la  quantité 

w  /'  V  —  &>/',)•'  -I-  w"  /"'  y  —  . . . 
i'>t  r('|ur>cntfc    M"  62    |iar 

en  onieltanl,  ce  qui  est  permis,  la  constante  arhitraire  y.,  on  trouvera, 
«le  la  même  manière,  que  le  caractère  par  lequtd  on  pourra  reconnaître 
si  celle  fonction  primitive  est  lilc-niènie  une  fonction  priine  sera  ren- 
fermé dans  ré(|uation 

3  —  y' -r- o"  —  ...  =  0, 

laquelle,  en  >ulisliliianl  pour  ^i,  •-,  S.  . . .  leurs  valeurs    n"  G!J  ,  devient 

f   ?     --^.r  .»■']+ 3[/, .>']"-...=  o. 

.\insi.  le  système  de  cette  écpiation  et  de  re(|nalioii  trouvée  ci- 
dessus  renfermera  le  caractère  par  le{|uel  (Ui  |)ourra  jui:er  si  la  fonc- 
tion/"  .r,i',v  ,;»',.. .  est  d'elle-même,  ou  luju,  la  fonction  seconde 
•  l'une  foiiclion  de  .i-,  i,  ;> '.  1-  \  ...;  et  ainsi  de  suite. 

7(i.  <!es  dillerentes  é<|nations  ré|)ondent  à  celles  (|ue,  dans  le  (ialcul 
dillérenliel.  on  nomme  ro/j<^////o/?5  d'intègrabUtlé,  et  dont  on  s'est  l>eau- 
i-oup   ficcupé    dans   ces   derniers   tenq)s.    Nous   nous   contenterons   ici 
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.d'avoir  établi,  d'une  manière  directe  et  rigoureuse,  le  principe  de  la 
correspondance  de  ces  équations  avec  celles  du  maximum  et  minimum 
(les  fonctions  primitives,  et  nous  renverrons,  pour  ce  qui  concerne 
l'usage  de  ces  équations  de  condition,  aux  différents  Ouvrages  (jui  en 
traitent,  et  surtout  à  la  Leçon  XXI  du  Calcul  des  fonctions  '  >,  où  cette 
matière  est  traitée  avec  plus  de  détail  et  de  généralité.  On  y  trouvera 
aussi  un  précis  historique  sur  le  problème  des  isopérimèlres,  dont  la 
solution  générale,  par  la  méthode  des  variations,  fait  l'objet  de  la 
Leçon  XXII  du  même  Calcul,  à  laquelle  nous  renvoyons  pour  conqdéter 
la  tlié(trie  des  variations  exposée  ci-dessus. 

(*l  UEiivres  de  Lngrnngr,  t.  X. 


1\. 


^' 
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CIIAIMTIIK  \IV 


nr.   I.A    MKSl  I;K   des   solidités  et   des   SIUI-ACES   des  coups   de   IIOIRE   DONNEE 


77.  Nous  avons  donné,  dans  lo  Chapiire  VI,  la  manière  d'expiinuT 
par  les  lonctions  les  solidités  et  les  surfaces  des  connïdes  formés  par  la 
rcviiliiiioii  (l'une  eourbe  donnée  aiilotir  d'un  axe;  il  nous  reste  à 
étendre  eelte  analyse  à  tous  les  corps  dont  la  surlace  est  cxpiimce  par 
une  é(|ualion  eiili-e  ses  trois  coordonnées. 

(Considérons  d'alioi'd  un  solide  dont  la  surface  soit  exprimée  [»ar 
ré(]llalion 

son  volume  ou  sa  solidité  sera  exprimée  en  iféncral  pai-  une  fonction 
de  .r  et  v,  (|uc  nous  dénoterons  par  F(ar,  v).  Désignons  aussi  par 
o  .r.  V  la  fonction  de  a, y  qui  exprime  l'aire  de  la  section  de  ce  solide 
faite  perpendiculairement  à  l'axe  des .ret  correspondante  à  l'ahscisse.r; 
donc,  en  regardant  v  comme  nn  paramcirc  constant,  cl  ne  faisant 
varier  (|ue  r,  on  aura,  par  le  n"  27,  ré(|iialion 

F'ij-,  ri  =  9  X,  r]. 

Or  la  .section,  dont  '^{x, y)  est  l'aire,  est  une  courhe  dont  les  ab- 
scisses sont  V  et  les  ordonnées  perpendiculaires  sont  :;,  et  dont  l'écpia- 
lion  est 

en  rej;ai'daiil  maiiileuani  .r  comme  un  parami'tre  constaiil  (|ui  ne  varie 
i|iie  d'une  section  il   l'autre.  Donc,  eu  |»renant  ;  ii  la   place  de  v  et  vit 
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la  place  de  r,  on  aura    luiméro  cité) 

l'accent  mis  au  lias  de  la  caractéristique  o  dénotant  la  lonetion  (Irrivci' 
par  rapport  à  r,  comme  nous  l'avons  pratiqué  jusqu'à  présent. 
On  a  doiiL'  les  deux  é(|uations 

¥'[x,y)  ^o[.r,  y)     et     o,[jr,r)  =f[x,  y], 

d'où,  éliminant  la  fonction  marquée  par  o,,  après  avoir  pris  les  fonc- 
tions dérivées  par  rapport  à  v  de  la  première  équation,  on  aura 

F;;a:,_)i  =  f\x,)    . 

Ainsi,  pour  avoir  la  fonction  F(j",  v)  qui  exprime  la  valeur  ou  la 
solidité  du  corps  dont  la  surface  est  exprimée  par  l'équation 

-=/>■,>•:, 

il  faudra  prendre  la  doul)le  fonction  primitive  dey(a',  v)  relativemenl 
à  ,T  et  à  Y. 

78.  On  pi'ut  aussi  parveiiirdirectement  à  ce  résultai  par  la  considéra- 
tion suivante.  Puisque  F(,r,  j)  représente  en  général  la  partie  du  corps 
(|ui  répond  aux  coordonnées  x, y,  il  est  clair  que  F(.r-+-i,  v)  —  F(x,  i) 
sera  le  segment  compris  entre  les  plans  perpendiculaires  à  celui  des  a-, 
V  qui  répondent  aux  abscisses  x  et  .v-+-i  et  qui  sont  terminés  pai'  la 
même  ordonnée  v.  Donc 

Vix  -I-  (',  1-1-  o'  —  F  x,  _iH-  o    —  F(.r  -T-  /,  >■'  -(-  F  jr,  7- 

sera  l'excès  du  segment  (|ui  est  terminé  par  l'ordonnée  v  — o  sur  celui 
qui  est  terminé  par  rordonnée  ^'  et  il  est  visihie  (jne  celle  dille- 
rence  n'est  autre  chose  (ju'un  prisme  dont  la  base  est  le  rectangle  lo, 
dont  les  arêtes  sont  les  (u-donuées  z  de  la  surface  (jui  répondent  aux 
quatre  angles  de  ce  reclaiigle,  c'est-;i-dirc  les  (U'doiinccs  /^.i,  i'  . 
f^.r-\- i.  Y),  /  -r,  Y-i-o,  /  ■r  + i,  y-\-o  ,  et  diuil    la    base  supérieure 
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est  la  parlio  île  la  surface  iiitcirt'ptéi'  ontro  ces  quatre  ordonnées.  Or 
il  esl  laeile  de  voir  (|ue  la  s(didite  de  ce  prisme  curviligne  est  néces- 
.sairoment  comprise  entre  eidles  des  deux  prismes  rectangulaires  dont 
la  hase  esl  la  même  io  et  dont  les  hauteurs  sont  la  plus  petite  et  la  |)lns 
grande  des  quatre  ordonnées  dont  nous  venons  de  parler.  Donc  il  l'au- 
dra  (|ue  la  l'onction  F(a-,  v)  soit  telle  (|ue  la  valeur  de  la  ([uaiitité 

V\x  -r  i,y  +  o~Y<^x  +  i,Y\  —  ¥[x,y-\-  o]  -hV{x,  y) 

soit  toujours  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  valeur  des 
quantités 

iof  x.r,     io  f  X -h  i,  r\     iof,x,y  +  o\     iof  x  +  i,y-^o  , 

()uel(|ue  petites  (jue  soient  les  valeurs  de  /  et  de  o. 

Développons  les  fonctions  niar(]uees  par  V  suivant  les  ibrniiiics  du 
n"  78  de  la  première  Partie.  En  poussant  la  précision  jus{|u'au\  troi- 
sièmes dimensions  de  /  et  de  o,  on  aura  la  quantité 

■    ,.,  i-o    „,,  ,  .  .  io^  ,,, 

10  K,[x,yj  H l''^jr  -t-  t.i,  )--t-  /.o  i  h i.,  x  -\-  t.i,  y  +  i.o 

-+-  -^[V"[x  -+■  >./,  y-\-  }.o]  —  F"\j:  -I-  /./,  y)] 
H 7[F,„(.r  -i-li,  y-i-  lo—  FJx,y-¥-  lo]]. 

Développons  de  même  les  fonctions  manjuées  par  /,  mais  en  s'arrétani 
aux  premières  dimensions  de  i  et  de  o,  à  cause  (lu'elles  sont  déjà  mul- 
tipliées par  io;  on  aura  les  quatre  quantités 

'of,-^,y], 

iof[x, y)  -1-  i-of'[x  -i-  ?./,  j), 

'of  ■r,y)  +  io-  f,(x,y-i-'/.o], 

io  f  r,  i'  H-  i-o  /'•  X  -r-  /,/,  y]  -(-  io-  fjx,  )■  -l-  /.o   , 

et  il  landta  (|Me  la  |)i'cmière  (juantité  soit  renfermée  entre  la  plus 
grandi'  it  la  plus  pdilc  de  ces  (]uatre  dernières,  en  prenant  pour  /  et  r, 
des  (piantités  aussi  |)eliles  qu'on  voudi-a.  Le  coefficient  ).  peut  être  dif- 
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féreiit  dans  les  dilTérentes  fonctions,  mais  il  doit  être  renfermé  entre 
les  liniites  n  et  i . 

Or  la  dilTérence  de  l'une  à  l'autre  de  celles-ci  est,  comme  on  voit,  de 
l'ordre  de  i'o  ou  de  io-,  c'est-à-dire  du  troisième  ordre,  en  regardant 
i  et  o  comme  très-petites  du  premier.  31ais  la  différence  entre  la  pre- 
mière quantité  et  l'une  quelconque  des  quatre  dei'nières  est 

io\_Y;[x,y]-f^x,y';\, 

avec  des  termes  du  troisième  ordre;  donc,  pour  que  cette  différence 
soit  toujours  plus  petite  que  la  différence  précédente,  qui  n'est  que  du 
troisième  ordre,  il  est  nécessaire  que  le  premier  terme,  qui  est  du 
second  ordre,  soit  nul;  autrement,  il  serait  possible  de  prendre  les 
accroissements  i  et  o  assez  petits  pour  (jue  ce  premier  terme  surpassât 
tous  les  termes  du  troisième  ordre  et  que  par  conséquent  la  premii-re 
([uantité  tombât  hors  des  limites  formées  par  les  quatre  autres  quan- 
tités. Il  faudra  donc  que  l'on  ait 

('o[F;  X,  y   —  f  x,yY\  =  ", 
et,  par  conséquent, 

comme  nous  l'avons  trouvé  plus  haut. 

79.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  F(j:-,  r)  représente  la 
mesure  de  la  surface.  Dans  ce  cas,  il  est  clair  que  la  quantité 

F^x  +  i,y  -r-  o   —  FjX  -t-  i,  y]  —  F(  x,  )■-^  o   —  Fi  .r,  _>• 

représentera  la  portion  de  surface  comprise  entre  les  quatre  laces  du 
prisme  droit  qui  a  io  pour  base. 

Imaginons  qu'aux  extrémités  des  quatre  ordonnées  (|ui  foiinent  les 
arêtes  de  ce  prisme  on  mène  quatre  plans  tangents  à  la  surface  dans 
ces  points;  on  pourra  prouver,  par  un  raisonnement  analogue  à  celui 
du  n"  29  relatif  aux  tangentes,  que  la  portion  de  surface  qui  forme  la 
base  supérieure  du   prisme  sera  comprise  entre  la  [tins  grande  et  la 
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plus  |)flilf  Sfclioii  tlu  prisiiu',  lailcs  par  les  quatre  plans  tangents  de  la 

surface  courbe. 

Soit  y.  l'angle  (pic  le  plan  tangent  à  l'extrémité  de  l'orilonnée  z  l'ait 
avec  l'axe  des  .r,  v;  on  aura  (n"  3'J) 

taiiga  =  V  :•'-  -i-  rr'. 

(Ir  011  sait,  par  la  ("léoinétrie,  (|iie  la  niesuic  de  la  projection  d'un  plan 
est  égale  ii  celle  de  ce  plan  niullipliée  par  le  cosinus  de  son  inclinaison 
sur  le  plan  de  projection.  Donc,  puis(jiie  les  sections  du  prisme  dont 
il  s'agit  ont  toutes  pour  projection  le  même  rectangle  io,  la  niesuic  de 
la  seelion  laite  par  le  plan  cpii  touche  la  surfaee  h  l'extrémité  de  l'or- 
donnée z  sera ;  mais  on  a  cosy-=  — ;  donc  la  mesui'e  de 

cette  section  sera 

io  ^i  +  z'--+-  zf, 

savoir',  en  substituant /"(.r,  y)  à  c, 


<o  V  ■  +  [f'[^,  rlj-  +  [./;(^,  rïï'- 


Faisons,   iiour  abréger,  v  i  +  [y'i'^' J'jJ' +  [/(•^' j)]' =  ?(-^>  j):   on 
aura 

io'^[x,r) 

pour  la  mesiiie  de  la  section  dont  il  s'agit,  et,  mettant  .r-\-i,  v  +  o  à  la 
place  de  .v,  y,  on  aura  celle  des  sections  faites  par  les  trois  autres  plans 
(|ui  toudient  la  surface  aux  extrémités  des  ordonnées  /(.î- +  /,  y), 
y"(d:,  v-t-o)  cty"(.r  +  J,  r  +  o).  Donc  il  faudra  (|ue  la  quanlité 

F(x  -h  i,  y  +  o)  —  F[x  -H  /,  j)  —  V{x,x  -h  o)  -h  l'{x,  y) 

soit  toujours  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  quatre 
quantités 

/0  9[x, _)■),     iorf[x -{- i,  y),     io(f[x,y+o],     io  (f[x -{- i,  y -i~o] , 

et,  par  une  analyse  semblable  ii  celle  du  numéro  |)récé(lent,  cm  en  con- 
clura la  condition 


^•''\^'r]  =  9{^o]  =  \"  -t- [./■'',  •^.  r)]' -t-  [./ii'^./)]'- 
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80.  On  voit  par  là  ([iic  rordoiméc  :;  (riiiie  surfaei'  csl  la  doiihlc  ibnc- 
lion  prime  prise  par  l'apport  à  œ  et  y  de  la  fonction  qui  exprime  le 
volume  ou  la  solidité  du  corps,  et  que  la  quantité  \Ji  +  z--hz,'  est  la 
double  fonction  prime  de  la  fonction  i\m  exprime  la  surface  elle-même. 

Ainsi,  l'ordonnée  z  étant  donnée  en  fonction  de  .r  et  v,  il  faudra 
prendre  sa  double  fonction  primitive  pour  avoir  la  solidité  et  la  doul)le 
fonction  primitive  de  \/i  -h  z'- -h  z'^  pour  avoir  la  surface.  On  est  libre 
de  commencer  par  la  fonction  primitive  relative  à  jo  ouà  >-;  mais  la  pre- 
mière fonction  primitive  admettra  pour  constante  une  fonction  de 
l'autre  variable  (ju'on  aura  regardée  comme  constante,  et  il  faudra 
déterminer  cette  fonction  conformément  aux  limites  données  de  la  sur- 
face. On  détei'niinera  ensuite,  d'après  ces  limites,  la  première  variable 
en  fonction  de  la  seconde,  par  rapport  à  laquelle  on  prendra  de  nou- 
veau la  fonction  primitive. 

81.  Si,  pour  faciliter  la  reclierclie  des  doubles  fonctions  primitives 
ou  pour  d'auti'es  vues,  on  voulait  changer  les  variables  .r,  y  en  d'autres 
variables  t  et  u,  dont  celles-là  seraient  des  fonctions  données,  il  fau- 
drait, par  les  principes  établis  dans  la  première  Partie  (n°50),  multi- 
plier d'abord  les  fonctions  regardées  comme  dérivées  doubles  par  .r'j'; 
mais  ensuite  on  ne  pourrait  pas  substituer  immédiatement  les  valeni's 
de  .r',  v'  en  /'  et  «',  parce  qu'en  prenant  la  fonction  primitive  par  rap- 
port il  l'une  des  variables  l'autre  doit  être  regardée  comme  constante. 

Soit/ir,  v)  la  fonction  dont  il  s'agit  d'avoir  la  double  fonction  pri- 
mitive; pour  changer  les  variables  .r,  y  en  d'autres  variables  /  et  //.  ou 
la  mettra  d'abord  sous  la  forme  .r'y'f  .v,  y).  Supposons  qu'à  la  place 
de  la  variable  a-,  par  ra|»port  à  la(|uelle  on  veut  prendre  d'abord  la 
fonction  |)rimitive  eu  regardant  j' comme  constante,  on  substitue  une 
fonction  donnée  de  t  et  de  r,  t  étant  une  nouvelle  variable  cpii  rem- 
placera JC. 

Soit  j:  =  o{t, y);  on  aura,  eu  ne  faisant  varier  (jiie  /. 
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cl  la  roiiction  proposée  dcvit'iidra 

,|„„t  il  laii.lra  piriulro  la  fonction  primitive  par  rapport  à  /.  v  étant 
regank'f  comme  constante,  et  ensuite  par  rapport  à  v,  /  ."tanl  re-anlée 
comme  constante.  Or  on  peut  aussi  substituer  à  la  place  de  .v  une  autre 
variable  u  et  supposer,  puisque  /  est  à  son  égard  coiislanle. 

r=  4^  ('.«)' 

re  (jui  donnera,  en  ne  faisant  varier  que  //, 

r'  =  4''(«)- 

Ainsi  la  (onction  proposée  deviendra 

o'[t)  <]i'(u'i  f  .r,  r  , 

la(|uelle  ne  renferme  plus  que  /  et  u,  à  cause  de 

.r--=9i/,ji,    r  =  4''''"(' 
cl  dont  on  pourra  prendre  la  double  fonction  primitive  par  rapport  ii  / 

et  à  u. 

Puisque  .r  =  '2{l,Y)  cl  y=^ '\'{t,  u),  on  aura,  après  la  substitution 
de  V,  jc  égale  à  une  simple  fonction  de  t  et  u,  que  nous  dénoterons  par 
■/(/,  u],  de  manière  que  les  transformations  de  .r  et  y  en  /  et  //  seroni 

rei)résentées  par 

x  =  yjt,u],    xz=:'\>[t,u]. 

Or  ré(iuation  idenlicjuc 

9(/.j)  =•/('.«) 

donne,  en  faisant  varier  séparément  /  et  ii, 

o'{/)  +  ?'(rj4''('J=7.Vj' 
?'(r) +'(«)  =  x'(«)  = 

éliminant  o'  v  ,  «m  aura 

'  ■   ■       '"  ^  '  4'  1") 
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et  cotte  valeur,  étant  substituée  dans  la  dernière  transformée  de  la 
ibnetion  proposée,  donnera 

[z'(';^'(«]-z'(«l'J>'('l]/(^.r). 
qu'on  peut  mettre  sous  cette  forme  plus  simple, 

(x'y,—  xj-']f(x,r], 

dans  laquelle  .r  et  v  peuvent  être  des  fonctions  quelconcjues  de  /  et  u, 
et  où  les  traits  supérieurs  indiquent  les  fonctions  dérivées  par  rapport 
à  /  et  les  inférieurs  indiquent  les  dérivées  par  rapport  à  u. 

82.  Ainsi,  en  regardant  z  comme  une  fonction  de  j.'  et  v  donnée  par 
la  nature  de  la  surface  du  corps,  et  supposant  qu'on  substitue  à  la 
place  de  x,  y  des  fonctions  quelconques  de  /  et  u,  la  solidité  ou  le 
volume  du  corps  et  sa  surface  seront  représentés  par  b's  doubles  fonc- 
tions primitives  relatives  à  /  et  u  des  formules 


[x'r,  —  x,)'']z     01    [x'r,  —  x,}-'"]  ^i -i-   z'  --h  [z/i-, 

où  il  faut  remanjuor  <|ue  les  fonctions  dérivées  de  =  doivent  être  prises 
par  rapport  à  ,r  et  v;  mais,  si  l'on  substitue  tout  de  suite  dans  z,  pour  .r 
et  y,  leurs  valeurs  en  /  et  //,  il  est  clair  que  z  deviendra  une  simple 
fonction  de  t  et  u ,  et  voici  comment  on  pourra  exprimer  les  dérivées 
de  z  par  rapport  à  .r  et  v  par  ses  dérivées  par  rapport  ii  /  et  //. 

Pour  distinguer  ces  dérivées  les  unes  des  autres,  nous  renfermerons 
les  premières  entre  des  parenthi'ses.  Ainsi  {z')  et  (=,)  désigneront  les 
dérivées  de  :;  prises  par  rapport  à  .r  et  y,  et  :;',  r,  désigneront  simple- 
ment les  dérivées  de  z  prises  par  rapport  à  i  et  u,  après  la  substitution 
des  valeurs  de  x,  y  en  t  et  u  dans  l'expression  de  z.  En  regardant  donc 
:;  comme  fonction  de  jt,  y,  et  .r,  y  comme  fondions  {\v  f,  u,  et  pre- 
nant les  dérivées  séparément  par  rapport  à  /  et  à  //,  on  aura,  par  les 
principes  établis  dans  la  première  Partie, 

z'  =  [z-)x+{z,)y, 

z,=  [z-)x,  +  [z,)r„ 
IX.  4-2 
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.)■,—  :,v 


•(■  sDiil  li's  vjiloiirs  ([iril  laiulra  substituer  <laiis  le  radical 
•I,  la  siilistitiition  faite,  on  aura  la  forinulo 


dont  la  double  fonction  primitive,  prise  par  rapport  ;i  t  et  ;i  //,  doiniera 
la  surface  du  corps,  les  variables  :■,  a?,  y  étant  maintenant  regardées 
i-onnnc  dr  simples  fonctions  de  /  cl  it. 

83.  (^es  expi'cssions  pour  le  volnnu'  cl  poiii'  la  surface  d"nn  corps 
i|uelcon<iue,  dont  les  coordonnées  .r,  y,  z  sont  supposées  fondions  de 
/  et  II,  étant  traduites  en  langage  dilférentiel,  deviennent 


(//  (lu  I 


(/j:  fly        (l.r  (h 
^l  ^i^  (In   (Il 


et 


.       //''•*■  ^.y       ^^   '^yV'      / ''■^   ^-^       ''-   dx\'-      I  dz  dy       ilz   dyV- 

'  "  V  \^  <?«  ~  dTi  'dJj  "*"  \777  7ni~  dû  Ti)      \dï  llû~  7l7i  dî)  ' 

cl  représentent  les  éléments  intininienl  |)etils  du  volume  et  di'  la  sur- 
face, {|n'il  faut  intégrer  et  compléter  d'abord  par  rapport  à  l'une  des 
dcM\  variables  /.  ii,  el  ensuite  par  rap|)(U'l  ii  l'anli'e. 

S'i.  i'our  donner  une  application  de  ces  formules,  nous  snp|)oserons 
ipie  le  corps,  (bnit  on  cliercbe  la  solidité  el  la  surface,  soit  nu  elli|)soï(b'' 
i|Uidcom|ue  dont  les  trois  <len)i-axes  soient  <i ,  h,  r;  ré(|nalion  de  sa 
surface  entre  les  trois  coordonnées  rectangles  ,r,  v,  ;,  paralli-les  aux 
«lenii-axes  a,  h,  c,  sera  représentée  ainsi. 


a-       b-       c- 
d'm'i  l'on  aura  c  en  fonction  de  .r  el  v. 
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I\I;iis  on  rvilcra  rirralioiiiialitc'  de  ;  en  prciianl  deux  angles  iiidclfi- 
niiiirs  /  cl  //,  cl  eu  l'aisaiil 

•r  =:  «  siii  /  cos»,     y  =  h  <'\\\  /  <.i\\it,     z=:ccosl; 

et.  pour  avoir  le  voliinic  et  la  siirCace  de  loiil  l'cHij)s()ide,  il  sultiia, 
après  les  substitutions,  de  prendre  les  fonctions  primitives  séparéineul 
|)ar  l'apport  à  t  et  ii,  depuis  /  =  o  jusqu'à  /  égal  à  deux  angles  droits 
et  depuis  // r~  o  jusqu'il  //  égal  ;i  (|uatre  angles  droits;  car  cette  trans- 
l'oruiation  des  coordonnées  de  l'ellipsoide,  que  M.  Ivory  parait  avoir 
employée  le  premier  pour  faciliter  le  calcul  de  l'atti'actiou  de  ce  solide 
[Transactions  philosopliiques  de  i  8o(),  vol.  W),  a  l'avantage  de  rendre 
indépendantes  les  fonctions  primitives  relatives  à  /  et  //  Iois(hh'  la 
double  fonction  primitive  doit  s'étendre  à  la  surface  entii're. 

En  prenant  les  fonctions  dérivées  des  x,  y,  :;  par  rapport  à  /  et  ii  //. 
on  aura 

x' =z      «cos/cos?<,    y'  ^=b  costsuMi,      ;'  =  — csiiW, 

X 1=^  —  flSill/siM«,       )',--/' siii  <  cos«,      -,  =  o; 

et  de  là  on  aura 

x'y,  —  x'iy'^      rt/f  siii  ^  cos /, 

z' Xi — :,^'=:       «f  siii- /  siiw/, 

:'_>■,  —  ;,  r'  =  —  bv  siii-  /  cos  u, 

de  sorte  que  les  foi'uuiles  pour  le  volume  et-ponr  la  surface  de  l'cllip- 
soide  deviendront 

abc  sin  /  cds-/,     sin  /  \  «-/>-  cos-/  -+-  c-[a'-  sm'-u  -f-  b-  cos- m)  «in-/, 

dont  il  l'andra  prendre  les  fonctions  pi-imitives  depuis  /  r_~  o  jus(|u';i 
/^-et  depuis //—:<)  jus(|u'ii  ii —  ■?.-,  -étant  la  demi-périj)liéi'ic. 

85.   ("ousidérons  (l'abord  la  formule 

abc  siii  /  cos- / 
pour  le  voliHue.  Mn  substituant   i       sin'-/  ;i  la  |)lace  de  cos-/  cl  ensuilc 
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jsiu/  —  {sin  )/  au  lini  dv  siii'/,  clli'  ilcvicni 

(ihc 

4 
(ioiil   la   r.mcliiHi    in'imiliv.'.   prisr   de    iiianiiTc   (iii'cllr   c,)!!!!!!^!.'!'   où 
"/"•  /  ,       I  — cos3A 

Faisaiil  /  =  -,  rc  ,|Mi  doiino  (•o<.t  =  ~~\  et  (■,)s:5/  =  -i,  ,.|1,.  se  ivdiiil 
a   --. 

Il  laiit  |.iciulrc  ciicon"  la  fonclidii  priiiiilivc  de  celle-ci  par  rapport 
à  n  dc|Hiis«=3(.jiisi|irà  a=-,-;  ,.(  çomiiie  la  variahie  //,  dont  la  loiic- 
lioii  priiiK"  est  I.  no  s'y  trouvo  pas,  il  n'y  aura  (jii'à  imilliplicr  siiiiple- 
inciil  par  2-,  ro  (|ui  donnera 

4  abc  _ 

I '  '■'  ^"li'l'l''  ou  le  volume  du  sphéroïde  enlier  doiil  a,  h,  r  sont  les 

Irois  demi-axes. 

86.  Venons;,  la  lormule  irlalive  à  la  surface  <•!  supposons  d'al.ord, 
|'-»iir  la  siinplilier.  a^h,  ce  qui  donne  un  sphénude  de  revolnli(ui 
aiilour  de  l'axe  ■■>.€;  (die  deviendra 


n  sin  /  y  b-  cos-  l  -+■  c-  siii-  t., 

où  l'on  voit  que  l'an-le  a  a  disparu;   je   conserve   la    lellre  h  sous  le 
.sij,'ne.  pour  plus  do  i^énéralité. 

Fai.sonscos/  =  :ç.  on  aura  sini!=  _  .y';  d'ailleurs  on  a  sin-/ ^  i  —  .s-; 
on  aura  ainsi  la  transformée 


—  m'  ^c-  -f-  ^  b- 


^  o —  c-  j  *- 


dont    il    faudra    prendre    la    foncli.ui    priniilive    depuis   s    .  1    jns.in'à 
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Soit  h- —  <•"-  =  e'- \  on  aura  la  foiKiion  |iriiiiilivr  par  rappoil  à  s. 


V  t'-  H-  e'-s-  -\ i[\c-  -+  e'-s- 

■y.  le 

taisant  ^  =  i,  elle  se  rcdiiil  ii 


+  —\^b-e]; 


>(,  faisant  .y=  — i,  elle  (l<'vi(Mil 
<tl> 


b  +  e). 


Diiiic  la  l'inictidn  prunitivo  conipli'to,  relativement  à  .v  on  ii  /,  sera 

,       ac-  ,  b  -i-  p 
ab  -^. 1  j 

•e     b  —  e 

Il  tant  lie  nouvean  en  pi'endre  la  tbnelion  primitive  relative  à  //;  el 
eomnie  la  variable  ii  ne  s'y  trouve  pas.  on  se  contentera  de  la  multi- 
plier par  2-;  et,  faisant  maintenant  b  =  a,  on  aura,  pour  la  snriaee 
entière  du  sphéroïde  formé  par  la  révolution  d'une  ellipse  dont  les 
demi-axes  sont  a  et  r  autour  dn  petit  axe  iir,  la  formule 

_   „      -ne-    a  -h  e 
e       u  —  e 

où  e  est  l'exeenlrieité  =\a-  — r-. 

Pour  que  la  valcMir  de  e  soit  réelle,  il  faut  que  «>r,  et,  par  eonsé- 
(|uent,  que  le  sphéroïde  soit  aplati  et  formé  parla  réviduliou  dr  Til- 
lipse  autour  de  sou  petit  axe  ar. 

Si  l'on  voulait  avoir  la  snrfaee  d'un  spliéioide  allouj;é  fcu-mé  pai'  la 
révolution  d'une  ellipse  autourde  son  grand  axe,  il  faudrait  pi-endi-e  -m- 
pour  son  grand  axe  :  alors  la  valeur  doc  deviendrait  imaginaii-e.  Soit 
pour  ce  l'as,  r-  —  cr  =  K-  ;  on  auia 


et,  passant  des  Kigarithmes  imaginaires  aux  arcs  réels  pai'  les  Ibiinule: 
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ilii  11"  22  il'""  Part  if  \  mi  aura,  pour  la  surfaro  clicrclu'c,  la  Ibrinulc 

87.   Si  l'on  n'avait  pas  l'ait  a  =  l>,  et  (ju'ou  ci'il  .supposo,  on  i-onvral, 
^r„ fl-  sin-  «  -+■  b-  cos-  u 


cùl  en,  pour  la  l'onition  primitive  relative  ;i  /,  la  f'oiinnle 


,       ac-  \-  ,  b  -h  e 

nb+ \-. » 

ae       0  —  e 


e^=zb-^-  en'-', 


cl  il  aurait  été  impossible,  dans  l'état  actuel  de  l'.Vnalyse,  de  trouver 
la  l'onction  primitive  de  celle-ci  relative  à  ii.  !\Iais  (in  peut  toujours 
avoir  celte  l'onclion  par  a|)proximation  l(>rs(Hie  la  dillércnce  des  demi- 
axes  a  cl  b  est  assez  petite. 

Soil =  /  ;  celte  (luantité  étant  positive  ou  négative,  la  (luan- 

li-  '  '  "  ' 

tité  V- deviendra  i  +  /cos-'//,  et  il  n'y  aura  (|u';i  nn'tire,  dans  la  for- 
mule piécédente,  c'  \  +/cos^//)  à  la  plac<'  dec-V-,  ensuite  dévidopper 
par  rapport  à  i.  Donc,  si  l'on  suppose 

ac-        ,  b  -+-  \,fb'-  —  f-       -,  „, 

1- r =/(c-). 


1  ^b-  —  c-    b  —  \^b-'—  c- 

uii  aura,  en  développant   par  les  fonctions  dérivées  ndatives  à  r-,    la 
.série  * 

fib  -h  f  C-) -^  f  [c-'j c- i  cos- u  H — f"[c-)c^  i-  ces' h  H -f"'[C-]c'^i'  Cfys^' ii  -H..., 

dont    il  faudia    [iicndre  les  fonctions  primitives   ridalives  ;i  //  de[)uis 
Il  =  I)  jns(|u';i  //  —  A-. 

l)ésij;nons  par  a-x,  2-,'i,  9.---,  ...  les  fonctions  primitives  de  cos'«, 
cos'//,  cos"//,  ...  prises  entre  ces  limites;  on  auia,  |)our  la  surface  de 
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l'i-llipsoide  dont  a,  h,  r  sont  les  trois  dcnii-axcs,  IV'xprossioii 

'--    "/'  -^f[c-)  +  xc'if'<^c-]  -t-  ;^3c'>/i/"(c2)  -h  -Lyc«r'/"'(c-!)  H-  . . .  L 

sri-if  (|ni  sera   d'aulaiil  [dus  convei'i;on[i'  ([uo  la  quantité  /  sera  jdiis 
petite. 

A  l'égard  des  coefticieiits  y.,  'p,--,  ....  il  est  facile  de  les  déterminer 
en  résolvant  les  puissances  de  cosj/  en  cosinus  d'angles  multiples  de  n 
par  le  nioven  de  re\[)ression  exponentielle  imaginaire  de  cosw  (n"  22, 
]"■  Partie),  et,  comme  les  cosinus  ont  pour  fonctions  primitives  les  sinus 
correspondants,  lesquels  deviennent  nuls  aux  deux  extrémités  où  //=i> 
et  ?/ =  ■?.-.,  il  s'ensuit  (ju'il  ne  restera  que  les  termes  indépendants  de 
«,  multipliés  par  2-,  où  il  est  facile  de  voir  que  ces  termes  ne  sont 
(|ue  les  coefficients  du  terme  moyen  du  binôme,  élevé  à  la  deuxième, 
à  la  <juatrièine,  à  la  sixième,  etc.  puissance,  divisé  par  la  même  puis- 
sanci'  de  ■?..  Ainsi  l'on  aura 

—  1       '-'  —  LI      -j—  ^-"'^ 
"■^  V     ■^"'"  |.8'     '""  4.8.12' 


TR0ISIÈ3IE   PARTIE. 

APPLICATION  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS  A  LA  MÉCANIQUE. 

CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L  OBJET  DE  L.V  MÉCAMOIE.  DU  MOUVEMENT  UMl  OUME  ET  DU  MOUVEMENT 
UNIFORMÉMENT  ACCÉLÉRÉ.  DU  MOUVEMENT  RECTILIGNE  EN  GÉNÉRAL.  RELATION 
ENTRE    l'espace,    LA    VITESSE    ET    LA    UORCE    ACCÉLÉRATRICE. 


1 .  Xous  allons  employer  la  théorie  des  fonctions  dans  la  ]MécaMi(jiif. 
Ici  les  fonctions  se  rapportent  essentiellement  au  temps,  que  nous 
désignerons  toujours  par  /,  et,  comme  la  position  d'un  point  dans 
l'espace  dépend  de  trois  coordonnées  rectangulaires  .r,  v,  ::,  ces  coor- 
données, dans  les  problèmes  de  Mécanique,  seront  censées  être  des 
fonctions  de  /.  Ainsi,  on  peut  regarder  la  Mécanique  comme  une  Géo- 
métrie à  quatre  dimensions  et  l'Analyse  mécanique  comme  une  exten- 
sion de  l'Analyse  géométrique. 

Considérons  d'abord  le  mouvement  rectiligne  et  supposons  que  .v 
soit  l'espace  parcouru  pendant  le  temps  /;  on  aura  .r  =/  t\  et  la  fonc- 
tion/ /)  devra  être  telle  qu'elle  devienne  nulle  lorsque  ^  =  o.  La  forme 
la  plus  simple  deft)  est  évidemment  at ,  ce  (jui  donne  .r  =  at,  a  étant 
une  constante;  ainsi,  dans  le  mouvement  représenté  par  cette  é(|nati(m, 
les  espaces  parcourus  sont  toujours  proportionnels  aux  temps  écoulés 
depuis  le  commencement  du  mouvement,  ce  (jui  est  la  pn)|)rié(é  du 
mouvement  (|u'on   appelle  iinifurrnc.  La  conslaiite  a.  (|ui  cxiiriiiR'  le 
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rapport   di'   l'ospacc  iui  temps,  est  la  iiicsuro  do  ce  (in'oii   ndiiiiiic   la 

rZ/e-Mc;  c'est  le  seul  elcniciil  (|iii  fiilic  dans  cette  espl'ce  de  nioiiveiiieiit 

et  par  le{|iiel  un  iiKiiiveiiieiil  iiiiiroiiiie  dillere  d'un  autre  iiiouveuieut 

uniliirnie. 

{.■(liiscivatiou  et  l'expérienee  nous  font  voii'  (|u'un  corps  mis  en 
UKUivement  d'une  manière  quelconque,  si  l'on  écarte  toutes  les  causes 
d'alléraliou  (pii  peuvent  ai^ir  sur  lui,  continue  à  se  mouvoir  de  lui- 
même  d'un  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  d'où  il  suit  (pie  la 
vitesse,  une  fois  imprimée,  se  conserve  toujours  la  même  et  suivant  la 
même  direction  :  c'est  en  quoi  consiste  la  première  loi  du  mouvement. 

Si  l'un  l'cprésenlc  le  temps  par  l'ahscisse  et  l'espace  parcouiai  par 
l'ordonnée  d'une  ligne,  il  est  clair  que  celte  ligne  sera  pour  le  mouve- 
ment uniforme  une  droite  passant  pai'  l'origine  des  abscisses  et  (|ue  la 
laiiiicnte  de  l'angle  (|u't'lle  l'ail  avec  l'axe  sera  la  mesure  de  la  vitesse 
du  mouvement. 

2.  i.a  l'oncti(m  de  /  la  plus  simple  apri-srt/  est  ht'-;  en  prenant  cette 
expression  pour//  ,  on  aura  une  autre  espèce  de  mouvement  recti- 
ligne  représenté  par  l'équation  a?  = />/'-,  dans  laciuelle  les  espaces  par- 
courus depuis  l'origine  du  mctiivemenl  sont  proportionncds  aux  carrés 
(In  tem|)s. 

L'oliservation  et  l'expérience  nous  présentent  aussi  journellement  ce 
mouvement  dans  les  corps  (|ui  tombent  |)ar  leur  pesanteur,  en  faisant 
abstrailion  de  la  résistance  de  l'air  et  de  toute  autrr  cause  étrangère 
d'altération.  La  constante  h,  qui  est  le  seul  élément  qui  entre  dans  la 
conslilution  de  ce  mouvement,  est  la  même  pour  tous  les  corps  dans  le 
même  lieu  de  la  Terre  et  dépend  de  la  force  de  la  gravité  (|ui  le  produit 
cl  (|ui  agit  sans  cesse  de  la  même  manière  sur  le  mobile.  Ainsi,  ce 
mouvement  ne  si;  conlinuc  (pTcii  \crlu  de  la  force,  (pi'on  peu!  regarde)- 
comme  une  cause  extérieun^  agissant  conlinuellemenl  sur  le  c()r|)S  et 
diijil  le  coeflicient  b  est  la  mesure. 

(]omme  dans  c(;  mouM'iucnl  les  espaces  augmentent  en  plus  gi'ande 
raison  (pie  les  temps,  on  le  nomme  iiiouvement  accclcrc,  et,  en  |)articu- 
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lier,  011  ;i|)|)cllc  celui  dont  il  s'agit  uniformémenl  accéléré,  par  la  raison 
(|ii('  nous  verrons  dans  un  moment. 

Si  l'on  représente  ici  le  temps  par  l'abscisse  et  l'espace  parcouru  par 
l'ordonnée  d'une  courbe,  on  voit  que  cette  courbe  sera  une  parabole 
dont  le  parainiîti'C  sera  j  et  dont  l'axe  principal  sera  l'axe  des  ordon- 
nées y. 

Le  mouvement  le  plus  simple,  après  celui  que  nous  venons  de  consi- 
dérer, serait  celui  où  l'on  aurait  a:  =  c/'';  mais  la  nature  ne  nous  offre 
aucun  mouvement  simple  de  cette  espèce,  et  nous  ignorons  ce  que  le 
coefficient  c  pourrait  représenter,  en  le  considérant  d'une  manière 
absolue  et  indépendante  des  vitesses  et  des  forces. 

Ce  sont  là  les  mouvements  simples  dont  toutes  les  autres  espèces  de 
mouvement  peuvent  être  regardées  comme  composées,  et  l'art  de  la 
Mécanique  consiste  dans  cette  composition  et  décomposition,  d'où 
résultent  les  rapports  entre  les  temps,  les  espaces,  les  vitesses  et  les 
forces. 

3.  Si  l'on  réunit  les  deux  espèces  de  mouvement  que  nous  venons  de 
considérer,  on  aura  le  mouvement  représenté  par  l'équation 

X  ^=  nt  +  ht-, 

qui  sera,  par  conséquent,  composé  d'un  mouvement  uniforme  et  d'un 
mouvement  uniformément  accéléré,  et  qui  résultera  de  la  réunion  des 
deux  causes  qui  peuvent  produire  cbacun  d'eux  en  particulier,  c'esl- 
à-dire  d'une  vitesse  proportionnelle  à  a,  primitivement  imprimée,  et 
d'une  force  accélératrice  proportionnelle  ;i  b,  agissant  conlinuellement 
sur  le  mobile. 

La  nature  nous  offre  aussi  la  composition  de  ces  deux  mouvements 
dans  les  corps  pesants  lancés  verticalenK^nt  de  liant  en  bas  ou  de  bas 
en  liant,  en  faisant  absiraclion  de  la  résistance  de  l'air  el  de  loulc 
autre  laùse  étrangère.  Dans  les  corps  lancés  verticalemenl  de  liant  en 
bas,  la  force />  agit  dans  la  direction  même  du  mouvement,  comme 
nous  le  snp[)osons;  mais,  dans  les  cor|>s  lancés  vcrtii'alemciil  de  bas  en 
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liant,  la  lorcc  l>  ai;it  on  sens  conlrairo  et  devienl  par  coiisc(|U('iil  iii'i;a- 
livc;  elle  Iciid  ainsi  à  retarder  le  inouvciiiciit  du  corps  cl  s'appelle 
•a\{\\s  force  retardatrice.  Le  nioiiveiueiil  iui-iiièiiie  s'appelle,  dans  ee  cas, 
tinijormémcnt  retardé. 

L'oliservation  nous  lait  voir  (|ue,  dans  la  eoniposition  de  ces  deux 
inonvenients.  cliaeun  deux  se  eonsorvc  eoinine  s'il  était  seul  dans  le 
mobile,  de  manière  que  l'espace  parcouru  au  bout  d'un  temps  (|uel- 
con(iue  est  exactement  la  somme  ou  la  diU'érence  des  espaces  (|ue  le 
mobile  aurait  parcourus  séparément,  en  vertu  des  deux  causes  qui  pro- 
duisent les  deux  mouvements,  de  soi'te  (jue  le  résultat,  c'est-à-dire 
l'espace  parcouru,  est  le  même  ([ue  si  les  deux  mouvements  avaient 
lieu  séparément  et  successivement. 

4.  Considérons  maintenant  un  mouvement  rectiligne  ([uelconque 
représenté  par  l'éijuatioii  a:—J'\^i\,  /^i\  étant  une  (onction  (|uelconque 
de  /.  Au  bout  du  temps  /,  le  mobile  aura  parcouru  l'espace /(/),  et, 
au  boni  du  temps /-i-0,  il  aura  parcoui'u  l'espace _/(/  + 0);  par  consé- 
(|uent,  la  dill'erenceyi  / -t-'Jj — J'^j  j  sera  l'espace  parcouru  pendant  le 
tem))s  0,  (|ui  a  commencé  à  l'instant  où  le  temps/  a  iini.  La  fonction 
f[t  +  h),  étant  développée  suivant  les  puissances  de  0,  devient 

f[l)  +  Of'[t)+^lf"[t)  +  ..., 

comme  on  l'a  vu  dans  la  premil'i'e  Pailie;  doin'  l'espace  parcouru 
duianl  le  temps  0  sera  représenté  pai'  la  roiiunlc 

Of!t\-^-'-f"[t]+J-^f"'it]+..., 

dans  lacpudle  le  temps  /  écoule  avant  le  temps  H  est  maintenant  reijardé 

comme  une  constante.  Ainsi  le  mouvement  par  lequel  cet  espace  est 

parcouru  sera  composé   de  dlIFérents  mouvemenis   pai'liels,   dont   les 

1  0-  0^ 

espaces  re[)ondant  au  temps  0  seront  0/\/j,  —/"[f),  — ^/'Vj.  •••.  el 

l'on  voit  que  le  premier  de  ces  mouvements  partiels  sera  uniforme  avec 
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une  vitesse  niesiiiTe  par  /'(7)  (n°  2)  et  que  le  second  sera  uniformé- 
ment accéléré  et  du  à  une  force  accélératrice  proportionnelle  à  t,  f"\t 
(n°  3).  A  l'égard  des  autres,  comme  ils  ne  se  rapportent  à  aucun  mou- 
vement simple  connu,  il  ne  sera  pas  nécessaire  de  les  considérer  en 
particulier,  et  nous  allons  faire  voir  qu'on  peut  en  faire  abstraction 
dans  la  détermination  du  mouvement  au  commencement  du  temps  0. 
En  elfet,  si  l'on  développe  la  fonction /(/-f-O)  par  notre  formule 
générale  de  la  première  Partie  (n°'  40,  78),  on  aura 

).  étant  un  coefficient  inconnu,  dont  la  valeur  est  nécessairement  com- 
prise entre  o  et  r ,  de  sorte  que  l'espace  parcouru  dans  le  temps  6  sera 
rxpi'iiiié  exactement  par  la  formule 

Les  deux  premiers  termes  représentent,  comme  l'on  voit,  le  mouve- 
ment composé  d'uniforme  et  d'uniformément  accéléré;  le  troisième 
représente  la  totalité  des  autres  mouvements  qui  se  combinent  avec 
celui-là  et  qui  empêchent  le  vrai  mouvement  d'être  un  simple  résultat 
de  ces  deux.  Mais  j'observe  qu'on  peut  prendre  0  assez  petit  pour  que 

le  mouvement  composé  des   deux  termes  ^f\t)-\ /"(O   appi'oclie 

plus  du  véritable  mouvement  que  ne  pourrait  faire  tout  autre  mouve- 
ment composé  d'un  mouvement  uniforme  et  d'un  mouvement  unifoi'- 
ménient  accéléré;  car  la  différence  des  espaces  parcourus,  pendant  le 
temps  0,  par  le  mouvement  composé-  dont  il  s'agit  et  par  le  véritable 
mouvement  sera  exprimée  par  ^^-^f"'{t-\-'t})\\  mais  l'espace  parcouru 
par  tout  autre  mouvement  composé  d'un  uniforMie  et  d'un  nuiforme- 
ment  accéléré  étant  représenté  paraO  +  />y-  ;  n°  3  ,  la  dilTéreiice  eniri' 
cet  espace  et  le  véritable  espace  parcouru  sera 
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ot  il  fsl  aisi'  (lo  prouver,  par  un  raisonuouiont  soiulilalilc  à  celui  du 
11"  3  (il-  la  (Ifuxit'ino  Parlic,  ([Ui-,  tant  (itic  <t  et  l>  diinTont  do /\l)  et 
z/"l\  on  pourra  toujours  prendre  0  assez  petit  pour  (|ue  eette  der- 
nière dillerenee  surpasse  la  première,  et  (|ue,  dès  (|ue  eette  eondition 
aura  lieu  pour  une  valeur  de  0,  elle  auia  lieu,  i»  plus  torte  raison,  pour 
toutes  les  valeurs  plus  petites.  Donc  le  terme  0/\/  exprime  tout  ce 
t|u'il  peut  V  avoir  d'uniforme  dans  le  inouvemeut  proposé,  eonsidéré 
au  eoinmencenn'iit  du  temps  0,  et  le  terme  —f"[t)  exprime  de  même 
tout  ee  (jn'il  peut  v  avoir  dans  ce  mouvement  d'uniformément  accéléré. 

Ou  peut  conclure  de  là  que  tout  mouvement  rectiligne,  représenté 
par  l'éiiuation  .v=/{t),  peut,  dans  un  instant  quelconque  au  bout  du 
temps  /,  être  regardé  comme  composé  d'un  mouvement  uniforme  dû  à 
une  vitesse  imprimée  au  mobile,  mesurée  par/'(/j,  et  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré  dû  à  une  force  accélératrice  agissant  sur  le 
mobile  et  proportionnelle  à  ^/"(/)  ou  simplement  à/',/);  que,  par 
conséquent,  si  les  causes  qui  empêchent  le  mouvement  proposé  d'être 
uniforme  venaient  à  cesser  tout  à  coup,  le  mouvement  se  continueiait. 
dès  cet  instant,  d'une  manière  uniforme  avec  une  vitesse  nu'surée 
par/'(/);  et  que,  si  l'elfet  de  ces  causes,  au  lieu  de  devenir  nul,  deve- 
nait constant,  le  mouvement  deviendrait  composé  du  mouvement  uni- 
forme dont  nous  venons  de  parler  et  d'un  mouvement  uniformément 
accéléré,  commençant  au  même  instant,  en  veitu  d'une  force  accéléra- 
trice constante  et  proportionnelle  i\/"{(). 

Plusieurs  pliénomènes  de  la  nature,  et  surtout  les  résultats  des  diffé- 
rentes expériences  qu'on  a  imaginées  sur  la  chute  des  corps,  con- 
firment pleinement  la  conclusion  que  nous  venons  de  trouver,  et  qui 
doit  être  regardée  comme  le  principe  foiulameutal  de  toute  la  théorie 
du  mouvement. 

5.  Donc,  en  général,  dans  tout  mouvement  rectiligne  dans  le(|uel 
l'espace  parcouru  est  une  fonction  donnée  du  temps  écoulé,  la  fonction 
pi'inie  de  cette  fonction  représentera  la  vitesse  et  la  fonction  seconde 
i'e|nésentera  la   force  accélératrice  ilans  nu   instant   (|Melcon(|ue,  car. 
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coimiic  les  Icjiips,  les  espaces,  les  vitesses  et  les  forces  sont  des  choses 
hétérogènes  qu'on  ne  peut  comparer  ensemble  (|u'après  les  avoir  ré- 
duites en  nombres,  en  les  rapportant  chacune  à  une  unité  déterminée 
dans  son  espèce,  nous  pouvons,  pour  plus  de  simplicité,  exprimer 
immédiatement  la  vitesse  et  la  force  par  les  fondions  primes  et  se- 
condes, comme  nous  exprimons  l'espace  par  la  fonction  primitive.  D'où 
l'on  voit  que  les  fonctions  primes  et  secondes  se  présentent  naturelle- 
ment dans  la  Mécanique,  oîi  elles  ont  une  valeur  et  une  signification 
déterminées;  c'est  ce  qui  a  porté  Newton  à  établir  le  Calcul  des  fluxions 
sur  la  considération  du  mouvement.  Ainsi  l'espace,  la  vitesse  et  la 
force,  étant  regardés  comme  des  fonctions  du  temps,  sont  représentés 
respectivement  par  la  fonction  primitive,  par  sa  fonction  prime  et  par 
sa  fonction  seconde,  de  manière  que,  connaissant  l'expression  de 
l'espace  par  le  temps,  on  aura  tout  de  suite  celles  de  la  vitesse  et  de  la 
force  par  l'analyse  directe  des  fonctions;  mais,  si  l'on  ne  connaît  que 
la  vitesse  ou  la  force  par  le  temps,  il  faudra  alors  remonter  aux  équa- 
tions primitives  par  les  règles  de  l'analyse  inverse. 

Ces  notions  de  la  vitesse  et  de  la  force  accélératrice  sont,  comme  l'on 
voit,  très-simples  et  indépendantes  de  toute  métaphysique.  Elles  sont 
fondées  sur  la  nature  du  mouvement  regardé  comme  le  transport  d'un 
corps  d'un  lieu  à  un  autre.  Si  un  corps  demeure  en  repos,  sa  vitesse 
est  évidemment  nulle  ;  mais  il  peut  éprouver  l'action  d'une  force  accélé- 
ratrice qui,  étant  arrêtée  par  quelque  obstacle,  ne  produit  qu'une  ten- 
dance an  mouvement.  Cette  force  est  alors  ce  (|u'on  appelle  pression 
ou  force  morte  et  peut  être  comparée  à  l'aclion  (|u"nn  corps  pesant 
exerce  sur  l'obstacle  qui  l'empêche  de  loniber. 

6.  Désignons  par  .r  l'espace  parcouru  durant  le  temps  /;  en  regar- 
dant oc  conmie  fonction  <le  /,  on  aura,  suivant  la  nolation  employée 
jusqu'ici,  x'  pour  la  vitesse  au  boni  de  ce  temps,  et  .<  "  pour  la  force 
accélératrice  dans  le  même  instant,  d'oii  \\\\\  voit  (|ue,  si  la  loi  du 
mouvement  est  donnée  par  une  iclation  entre  le  temps,  l'espiice.  la 
vitesse  et  la  force,   on  aura  une  êiination  du  second  ordic  entre  /,  .i\ 
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.v\  .V  .  (l'oii  il  faiulra  lirer  l'équation  primitive  on  /.  vu  v  [>ar  les  ri'gics 

(le  l'analvsc  inverse  des  fonctions,  et  l'dn  délerininera  les  deux  oon- 

staiiles  arbitraires  qui  entreront  dans  celte  é(iiialion  par  les  valeurs 

données  de  x  et  x'  dans  un  instant  donné,  c'est-à-dire  par  l'espace  et  la 

vitesse,  (|u'on  suppose  connus  dans  cet  instant. 

Dans  le  mouvement  uniforme  représenté  \r,iv  ré(|iialion  .i=a/,  on 

aura  donc 

x'  =  a,     x"  =:  o  ; 

ainsi  le  coefficient  a,  rapport  de  l'espace  pai'conru  au  temps,  expri- 
mera la  vitesse,  et  la  force  accélératrice  sera  nulle.  Dans  le  mouvement 
uniformément  accéléré  et  représenté  para::  =  i/-,  on  aura 

x'  =  9.  bt    et    x"  ^=  1  b. 

Donc  la  vitesse,  dans  un  instant  (luelconciile,  est  propdrlionnclle  au 
temps  écoulé  depuis  l'orij^ine  du  mouvement,  [.e  rapport  entre  la 
vitesse  et  le  temps  exprime  la  force  accélératrice  et  est  diiubii'  {\n  rap- 
port entre  l'espace  parcouru  et  le  carré  du  temps,  [/augmentation  con- 
tinuelle l't  uniforme  de  la  vitesse  dans  celte  espèce  de  nioiivenicnt  lui 
a  fait  donner  le  nom  de  momement  uniformément  accélère. 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  et  de  i)lus  naturel  pour  comparer  les 
forces  accélératrices,  c'est  de  prendre  la  force  de  la  gravité  dans  un 
lieu  donné  pour  l'unité.  Ainsi  l'on  aura,  pour  les  corps  pesants, 

2^  =  1     cl    <>  —  -; 
1 

doni- 

t-         ,  r — 

ar  =  — 5      x^  ^  t  ^=  ^ix  ; 

de  sorti'  (jm'oii  peut  déterminer  la  vitesse  p;ir  la  racine  carrée  du 
double  de  la  hauteur  d'où  un  cor[>s  pesant  doit  tomber  poui' ac(|uérir 
celle  vitesse.  Par  conséquent,  si  l'on  veut  prendi'c  une  vitesse  donnée 
potir  lunilé  des  vitesses,  il  faudra  alois  |)rendre,  poiii'  l'unité  des 
espacr-s,  le  doid)le  de  la  liauteur  nécessaire  pour  la  prodiiiic. 


TKOISIÉME   PARTIE.  -  CHAPITRE  II,  3'.;; 


CHAPITRE  IL 

DE  I-V  COMPOSITION  DF.S  MOIVF.MENTS ,  ET  EN  PARTICII.IEU  DE  CELLE  DE  TROIS 
MOUVEMENTS  TNIFORMES.  DE  LA  COMPOSITION  ET  DÉCOMPOSITION  DES  VITESSES 
ET  DES   FORCES.    DE  LA  TRAJECTOIRE  DES  PROJECTILES   DANS    LE   VIIiF. 


7.  Nous  venons  (rexaminei-  la  nature  et  les  propriétés  du  mouvement 
r<'clili-ne;  le  mouvement  curviligne  se  réduit  naturellement  ;>  deux  on 
trois  mouvements  rectilignes,  suivant  que  la  courbe  décrite  par  le 
mobile  est  à  simple  ou  à  double  courbure.  En  eiïet,  en  ra|)|)ortant  (■.•tte 
courbe  à  deux  ou  trois  coordonnées  rectangulaires  a-,  v.  r,  il  est  clair 
(|ue  la  détermination  du  jjoint  de  la  courbe  où  le  mobile  se  trouvera  à 
cba(|ue  instant,  dépendra  de  la  valeur  de  ces  coordonnées  au  même 
instant,  de  sorte  que  cbacune  de  ces  coordonnées  sera  une  loiiclion 
donnée  du  temps,  et  pourra  représenter  l'espace  rectiligne  parce. uni 
par  un  mobile  qui  serait  la  projecticm  du  vrai  mobile  sur  cliacuii  des 
trois  axes  des  mêmes  coordonnées. 

Ainsi,  si  le  iiKuivemcnt  se  fait  dans  un  plan,  il  pourra  être  représente 
par  les  deux  é(|uatioiis 

x=f[t],     y=V[l\ 

d'où,  elimiiianl  /,  on  aura  en  ,r  cl  v  réepialioii  de  la  ligne  |iaicouriic 
par  le  mobile.  Si  le  niouvcmeiit  se  fait  dans  des  plans  dilléicnls,  il  sera 
représenté  alors  par  les  trois  éipiations 

d'où,  elimiiiaiil  /.  on  aura  deux  éipialions  en  .r.  v.  r,  (pii  (Icti'nniueidiit 
la  ligne  ii  double  courbure  dccrile  [lar  le  corps. 


3i6  TIIKORIK  DES  FONCTIONS. 

Supposons  d'ahortl  ijiu-  los  trois  iiiouvcniiMils  rolalifs  aux  axes  des  x, 
y.  :  sdicrit  uuilorines;  on  aura 

x=--at,    y^ht,     z  =  (l, 
(i,  b,  (■  (Haut  les  vitesses  de  ees  mouvements.  l'éliminant  /.  on  aura 

l>x ex 

•         Il  "        (I 

deux  éiinations  (|ni  ai)pailiennenl  ii  une  lit;ne  droite  passant  par  r(ui- 
:,nne  des  loordonnées,  et  dont  les  projections  sur  les  plans  des  .r>' et 
des  ar.  t'onl .  avec  l'axe  des  x,  des  ani;ies  dont  -  et  -  sont  les  lan- 
i^entes.  La  partie  de  cette  droite  ipii  l'épond  aux  coordonnées   r,  v,  ; 

see'a  donc 

yJx--\-y--h  z'-:^  t  \fa'- -h  0- -h  c'-; 

ce  sera  l'espace  déi-rit  pendant  le  temps  /,  en  vertu  des  trois  mouve- 
nuMits  unilormes.  (".e  mouvement  composé  sera  donc  aussi  rectilii;iie  el 
niiii'oiiuc,  avi'c  une  vitesse  éi^ale  à  \  a- -h  b'^ -h  c' .  A  l'égard  de  sa  direc- 
lion,  il  est  |)lns  sim|»le  île  la  ra|ip(trter  aux  trois  axes  des  coordonnées 
.r,  V.  z,  et  il  est  visible  (ini',  piiis(|ue  al,  ht,  cl  sont  les  projections  de  la 
ligne  l  yja-  -{-b-  -hc-  sur  les  trois  axes,  les  rapports 


yrt-  -h  b-  -h  c-        v'fl-  -H  b-  -i-  c-        \  a-  -+-  b-  +  t- 

seront  les  cosinus  des  angles  (|iie  celte  direction  fait  avec  les  nn-mes 
axes.  \/,i  somme  des  carrés  de  ces  cosinus  est,  comme  Idii  voit,  éj;ale  ii 
l'unité,  ce  (|ui  est  la  pro|)riélé  connue  des  angles  qu'une  inénu'  droite 
l'ait  avec  trois  aulies  droites  |»erpen(liculaires  entre  elles. 

8.   Nommons  A   la   vitesse;   du    nnuivement   eomposé  et  a,  [î,  y   les 
angles  que  la  direction  de  ce  mouvement  fait  avec  les  trois  axes;  on 

aura 

A  —  ^rt-  -+-  b-  ■+■  c'^ 
et 

rt  b  .        c 

—  =  cosa,     —  —  cos;j,     —  i^cosy, 

A  A  A 
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d'oii  l'un  tire 

''=Acosx,     ir=Acos!3,     c  =  \  cosy. 

On  voit  par  là  comment  la  vitesse  A  d'un  mouvement  unilbrme,  sui- 
vant une  direction  donnée,  peut  se  <lécomposer  dans  trois  vitesses  a, 
h,  c  suivant  des  directions  perpendiculaires  entre  elles. 

Si  donc  un  corps  avait  à  la  fois  deux  vitesses  A  et  B  suivant  des  di- 
rections données,  faisant  avec  trois  axes  perpendiculaires  entre  eux 
les  angles  respectifs  a,  fi,  y  et  T.,  \j.,  v,  il  en  résulterait,  suivant  ces  mêmes 
axes,  les  vitesses  composées 

A  eosa -I- Bcos>.,     A  cos[3 -f- B  cosu,     A  cosy -f- B  cosv, 

et  ces  vitesses  donneraient  une  vitesse  unicjue  C,avec  une  direction  (|ui 
ferait,  avec  les  mêmes  axes,  les  angles  n,  p,  ':,  de  manière  (jue  l'on  au- 
rait 

C  cosnT=  A  ces  a  -t-  B  cos/., 

C  cosp  =  A  cosj3  -h  B  CCS//, 
C  cos<r=  A  cosy  -+-  Bcosv. 

Comme  les  lignes  Acosa,  A  cosp,  A  cosy  sont  les  projections  sur  les 
trois  axes  de  la  ligne  A  prise  sur  la  direction  de  la  vitesse  A,  et  ainsi 
des  autres  quantités  semblables,  il  est  facile  de  conclure  des  équations 
précédentes  que,  si  l'on  place  les  deux  lignes  A  et  B  l'une  au  bout  de 
l'autre  suivant  leurs  propres  directions,  la  ligne  C  joindra  ces  lignes, 
de  sorte  que  A,  B,  C  seront  les  trois  côtés  d'un  triangle,  et,  si  sur  les 
deux  lignes  A  et  B  partant  d'un  même  point  on  construit  un  parallélo- 
gramme, la  ligne,  C  en  sera  la  diagonale.  De  cette  manii-re,  la  composi- 
tion et  découjposition  des  vitesses  se  réduit  ii  une  considération  géo- 
métrique très-simple;  mais,  pour  le  calcul,  il  est  plus  simple  encore  de 
tout  rapporter  à  trois  axes  perpendiculaires  entie  eux  par  les  formules 
précédentes,  ([u'oii  peut  étemlre  à  autant  de  vitesses  (|u'on  aura  :i  com- 
poser. 

Nous  remarciiicnuis  encore  (|ue,  si  l'on  nomme  A  l'angle  des  deux 
lignes  A  et    lî   parlant  d'un   niènie   point,    le  carre  Av  la  liiiiie  (|ui   les 
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joindra  scia  cxpiiiiif,  coiniiic  Ictn  sait,  par 

A-^— ■...ABcosA-T^B-. 

D'un  aiilir  i-o(i',  l'ii  (■(iiisi(tcranl  les  jti'ojcclioiis  do  ces  lignes,  il  est  aise 
de  V(tir  (|iic  co  même  carré  sera  exprimé  par 

(A  C0S3!  —  B  eos).,'-  +  (A  cos(3  —  B cosu '-  +  ;A  cosy  ~  B  cosv'- 
=  A-  H-  B-  —  ■>.  AB  (  eos  x  cos  1  +  cos  3  cos  v.  -+-  cos y  cos  v  1 , 

d'iMi  l'on  lii'O,  par  la  eomparaison, 

cosA  =^  fosa:  cosX  +  cos,3  cosu.  -i-  cosy  cosv, 

é(piation  (pii  donne  la  relation  enlre  l'angle  A  de  <len\  lignes  et  les 
angles  x,  [i,  y  et  7.,  y-,  v  que  ces  lignes  t'ont  avec  trois  axes  perpendien- 
taires  entre  eux.  Celte  relation  est  connue  dans  la  Trigonométrie  sphé- 
ricpu-;  mais,  eomine  nous  aurons  occasion  d"en  l'aire  usage  dans  la 
suite,  nous  avons  été  bien  aise  de  la  démontrer  |iar  la  mélliode  des 
projections. 

!).  La  considération  des  im)uvemenls  nnirormes  nous  a  doruie  la 
composition  et  la  décomposition  des  vitesses  ;  cidle  des  mouvements 
uiiilorménient  accélérés  lujus  donm'i'a  de  UH"'me  la  composition  et  la 
décomposition  des  forces. 

Ku  ell'et,  snp|)osons  (|ue  les  trois  nM)Uvements  reclilignes  suivant  les 
axes  des  coordonnées  .r,  r,  :  soient  unit'orniémcnt  accélérés  et  produits 
parties  forces  ai-cclératrices  i^,  h,  k\  on  aura  {n°  6) 

I, 'élimination  de  /  donne 

lix  kx 


ce  i|ni   fait  voii'  i\\\f   la   lii^ne  décrite  en  vertu  de  ces  mouvements  est 
aussi   une  di'fdte  passant   par  l'oiii^ine  des  coordonnées.   I.a   |)artii'  de 
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celtii  droite  qui  répond  aux  coordonnées  x,  ;>%  z  sera  donc  aussi 


ce  sera  l'espace  parcouru  par  le  mouvement  composé  pendant  le  temps  /, 
d'où  l'on  voit  que  ce  mouvement  sera  aussi  uniformément  aceéléré  et 
dû  à  une  force  accélératrice  égale  à  \J g- -h h^ -+- A' ,  et,  comme  les 
lignes  T^gt',  ^ht-,  ^kl-  sont  les  projections  de  la  ligne  ^/'  v,""~^''^^"' 
sur  les  trois  axes,  les  rapports 


^g^-i-/i--hk^       s' li' +  fi' ^  h'      s,'g-  +  h-+f(- 

seront  les  cosinus  des  angles  que  la  direction  du  mouvement  composé 
fera  avec  les  mêmes  axes. 

On  voit  par  là  que  la  composition  des  mouvements  uniformément 
accélérés  suit  les  mêmes  règles  que  celle  des  mouvements  uniformes, 
et  que,  par  conséquent,  la  composition  et  décomposition  des  forces 
se  fait  de  la  même  manière  que  celle  des  vitesses,  de  sorte  (jue  les  for- 
mules trouvées  dans  le  numéro  précédent  s'appliqueront  également 
aux  forces  accélératrices,  en  substituant  simplement  les  forces  aux 
vitesses. 

Ainsi,  si  un  mobile  est  sollicité  à  la  fois  par  deux  forces  G  et  H,  sui- 
vant des  directions  données,  dont  les  angles  avec  trois  axes  perpendi- 
(îulaires  entre  eux  soient  respectivement  y.,  [i,  y  et  a,  <j.,v,  il  en  l'ésul- 
tera,  suivant  les  directions  des  trois  axes,  les  forces  composées 

G  cos9:-+- llcos^,     Ti  cos3 -f- II  cosu,     G  cos-/ -t- Hcosv; 

et,  si  K  est  la  force  unique  résultante  de  celle-ci,  en  nommant  n,  i,  n 
les  angles  (|ue  sa  direction  fera  avec  les  mêmes  axes,  on  aura  les  équa- 
tions 

K  cosni^  G  C0S3Î  +  H  cos),, 

K  cosp  =  G  cosp  H- II COS/IX, 
Kcos7  =  G  cosy  +  II  cosv. 

Cette  manière  de  considérer  la  composition  des  vitesses  et  celle  des 
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foi'rt's  coinmc  des  rcsiillats  ilf  la  cdinposition  des  os]iiH't's  paicdiiiiis  nie 
|)arait  la  plus  iialiin-lh',  et  dit'  a  l'avantage  de  faire  voir  elaireiiieiit 
p(Uir(|iioi  la  eoinposition  des  forces  suit  nécessairement  les  mêmes  lois 
(pie  celle  des  vitesses.  Comme  on  peut  considérer  les  forces  indépen- 
damment du  mouvement,  on  a  clierché  il  déduire  leui'  composition  de 
principes  purement  géométritiues  ou  analvtitjues;  mais  il  ne  serait  pas 
impossilde  de  prouver  que  toutes  les  (lénH)nstrations  (|u'on  a  données 
de  la  (Muuposition  des  forces  ne  sont  i|ue  la  composilion  des  espaces, 
déguisée;  il  n'en  faut  peut-être  exceptei'  ^\u^'  celles  cpii  s(uit  l'ondées  sur 
ré(|uilil)re  du  levier  droit. 

10.    Si    les   mouvements  suivant  les  axes  des  coordonnées  étaient 

l'omposés  d'uniforuH's  et  d'uniformément  accélérés,  de  manière  que 

l'on  eùl 

X  =  al  -h  {(,^1-,     r=  bt  -h  Uil-,     :  =  (l  -h  \hl'-, 

alors  la  ligne  décrite  en  vertu  de  ces  mouvements  ne  serait  plus  droite; 

elle   serait    seulenu'iit   dans  un   même  plan  passant   par   l'origine  des 

coordonnées,  car,  en  éliminant  /  et  /-  des  trois  équations,  on  auiait  une 

écjuation  de  la  fornu- 

l  X  -+-  m  y  +  H  ;  =  o. 

Mais  on  peut  com|)Oser  à  part  les  trois  mouvements  uniformes  et  les 
liois  mouvements  uniformément  accélérés  ;  et  il  en  résultera  un  mou- 
vement composé  d'un  sini|)lc  mouvement  uniforme  suivant  une  direc- 
tion donnée,  et  d'un  simple  nnuivenient  uniformément  accéléré  suivant 
une  autre  direction  donnée. 

La  nature  nous  jnésente  aussi  la  combinaison  de  ces  mouvements 
dans  les  |U'ojectiles  lancés  ol)li(piement  :>  l'horizon,  en  faisant  abstrac- 
tion de  la  résistance  de  l'air.  Le  mouvement  uniforme,  elTet  de  la  vi- 
tesse imprinu-e,  se  continue  en  ligne  droite,  ciuiime  s'il  était  seul;  et  le 
mouvement  uniformément  accéléré,  ell'et  de  la  gravité  du  corps,  se  con- 
tinue aussi  verticalement  de  haut  en  bas,  comme  .s'il  était  unitpie  dans 
le  n)oliilc.  de  manière  qu'au  bout  d'un  temps  (pielcoiupie  le  corps  se 
trouve   au    ménie    point    où    il    serait  si  ces  deux  monvemeiits  s'elfec- 
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tiiaiciil  successivcnu-nl  et  iiidépcinlamnu'nt  l'un  de  l'aulre;  et  à 
rlia(|ui'  instant,  le  corps  a  ii  la  fois  la  vitesse  dn  nionvenient  iiniturrne 
et  la  vitesse  du  Miouvenieiit  nnitbrniénient  accéléré,  et  de  ces  deux  vi- 
tesses suivant  des  directions  dilTerentes,  se  compose  la  vitesse  du  pro- 
jectile. 

Soit  H  la  Iiauleni- d'oi^i  il  taiidiait  (|ii'iin  corps  toinitàt  [)om- ac(|iiér-ii- 
la  vitesse  avec  laquelle  le  projectile  est  lancé  obliquement  à  riiorizoïi: 
cette  vitesse  sera  exprimée  par  \  2H,  en  prenant  la  force  accélératrice 
de  la  gravité  pour  l'unité  11°  6  .  De  lit.  en  prenaiil  les  abscisses  ./■  ho- 
rizontales et  dans  le  plan  de  la  ligne  de  projection,  et  les  ordonnées  >- 
verticales  et  dirigées  de  haut  en  bas,  et  nommant  a  l'inclinaison  de  la 
ligne  de  projection  avec  l'horizontale  .r,  on  aura  VaHcosa  et  yaHsinz 
pour  les  vitesses  horizontale  et  verticale  :  donc  les  expressions  de  .r  et 
V  deviendront 

x=i  /  \/-2H  cosa     el     r  =  /  \  iHsina  —  i/-, 

parce  que,  la  (lirection  de  la  gravité  étant  contraire  à  celle  des  ordon- 
nées v,  le  ternie  -,/-,  dû  à  l'accélération  de  la  gravité,  doit  être  pris  né- 
gativement. En  éliminant  /  de  ces  équations,  on  aura 


y^  X  tanga  —  y 


4  H  ces-  X 


é(|uation  ii  une  parabole,  d'oi'i  l'dii  pourra  dciluii'c  les  iiropriétés  con- 
nues de  la  trajectoire  des  |)rojertiles  dans  le  vide;  mais  ce  n'est  pas  ici 
le  lieu  d'entrer  dans  ce  détail. 
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CHAPITRE  llf. 


m  MOrVF.MKNT  (.rnVll.IC.NE.  DES  VITESSES  ET  DES  lOUC.ES  DANS  CES  MOUVEMENTS. 
ÉOIATIONS  GÊNÉUAI.ES  Dl'  MOUVEMENT  d'iN  COUPS  SOLLICITÉ  PAR  DES  FOnCES 
OlELCONQl  ES.  DE  LA  MANIÈHE  d'eLIMINEU  LE  TEMPS  DANS  CES  ÉQUATIONS  POUU 
TliOUVEP.    LA   COriir.E   DÉClilTE   l'Ail    LE   COIU'S. 


11.  ('.Diisiilrniiis  Miiiiiili'MHiit  un  nioiivciiicnt  (|ii('lc(iii(|iic.  et  suppo- 
sons (jnc  les  rooi'doiHK'cs  .r,  v,  ;  de  la  couil)!-  (Icri'ilf  |)ar  le  ni()l)il<' 
sdiciil  lies  l'onctioiis  (loiiiu-ps  du  temps  /.  Dans  un  instant  quelconque, 
au  bout  du  temps  /,  le  corps  aura,  suivant  la  direction  de  l'axe  des  .i , 
la  vitesse. ('et  la  l'ni-ce  accéléiati'ice  .r"  (  11"  6)  ;  il  aura  pareillement. 
suivant  la  direclion  de  l'axe  des  y,  la  vitesse  r' et  la  force  accéléra- 
trice v",  et,  suivant  la  direction  de  l'axe  des  :;,  la  vitesse  z'  et  la  force 
accélératrice  s".  Donc  les  trois  vitesses  .r',  y,  ;' donneront  la  vitesse 
composée  \.r"  —  _v'--(- r.-.   (|iie   nous  appellerons  //,   dont   la  direction 

fera    avec    les    trois    axes    des    aiii;les   dont    les   cosinus  seront  '— ^    —, 

it      II 

—  •   de  sorte  (iiie,  noniiiianl  z,  >,  y  ces  aii:;les,  on  aura  (  n"  8) 

Il  '  'lin'  \  ) 

.v' :     Il  ii><y,      )•■-—  fn-()s3,      z'^^iico^y. 

Nous  remai(|neroiis  d'aliord  ici  (pie  l'expression  de  la  vitesse  //  du 
iiioliile  est  la  inéiiie  (pie  celle  de  la  fonction  prime  de  l'arc  de  la  coiirhe 
parc(miiie  n"  37,  II"'  Partie;,  de  sorte  que,  nomiiiaiit  en  général  .v  l'es- 
p;icc  cniviliijiie  parcouru  |)ar  le  corps  et  le  rep;ardaiit  comme  une  fonc- 
tion (In  tcm|)s,  on  aura  .s'  |)oiir  vitesse  réelle  du  moliile,  comme  si  le 
nioiiveiiicnt   était  rectilii;ne.  Nous  reinar(piei()ns  ensiiile  (|ue  la  direc- 
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lion  de  cette  vitesse  sera  la  inêiiu'  que  celle  de  la  tangente  de  la  courhe  : 
car,  par  les  fbrnuiles  du  n°  33  de  la  deuxième  Partie,  on  voit  que  y'  et 
:■'  sont  les  tangentes  des  angles  que  la  tangente  de  l;i  eourhe  projetée 
sur  le  plan  des  jc  et  r  et  sur  celui  des  jt  et  =  fait  avec  l'axe  des  .r;  mais, 
comme  dans  ces  formules  y  et  :;  sont  supposées  fonctions  de  a-,  pour  les 
appliquer  an  cas  où  l'on  suppose  .r,  v,  z  fonctions  d'une  troisième  va- 
riable /,  il  faudra,  suivant  la  remarque  du  n"  50  «le  la  première  Partie, 

substituer  ■—  et  —,  à  la  place  de  y'  et  z' ,  de  sorte  (lue  les  tanifentes  des 
angles  dont  il  s'agit  seront  exprimées  par  ^  et  ^;  ces  angles  seront 

donc  les  mêmes  que  ceux  des  projections  sur  les  mêmes  plans  de  la 
ligne  qui  serait  décrite  par  la  vitesse  composée  de  trois  vitesses  .r',y', 
z'  [n°  7);  par  conséquent,  cette  ligne  coïncidera  avec  la  tangente  de  la 
courbe.  De  là  il  suit  que,  si  les  causes  qui  empéclient  le  mouvement 
d'être  rectiligne  et  uniforme  venaient  à  cesser  subitement  dans  un  in- 
stant quelconque,  le  mobile  continuerait  son  mouvement  par  la  tangente 
avec  une  vitesse  égale  à  la  fonction  prime  de  l'arc  décrit. 

Suivant  le  Calcul  dilférenticd,  les  fonctions  primes  j.\  y\  z'  sont  rc- 

.  .  (Ir    (ly    <lz      ,  i      r       .■  1         „      „     ,,         d-x 

présentées  par  -^,  -j-,  -y-,  et  les  lonctmns  secondes  a-  ,  y-  ,  :   par  -p^, 

-7T7'  -T7T'  en  itrenant  f// constant. 
al-     dt-  ' 

12.    Les  trois  forces  accélératrices  .r".  y",  z"  donneront  de  même 


(n"  9)  une  force  unique  exprinu'e  par  \  j.-" - ->r y" - -\-  z" - ,  que  nous  appel- 
lerons P  et  dont  la  direction  fera  avec  les  trois  axes  des  coordonnées  .r, 

V.  c  des  angles  dont  les  cosinus  seront  -j^^)  ^)  ~-  de  sorte  que,  iioni- 
maiit  A,  [j.,  V  ces  angles,  on  aura 

a:"=Pcos/,     ^■"=Pcost/,     ;"^I'cosv. 

Ainsi,  'connaissant  la  loi  du  mouvement  tin  corps,    c'est-à-dire  les 
valeurs  dea,  r,  :;  en  /,  on  pourra  trouver,  par  ces  é(|uations,  la  force 
accélératrice  et  sa  direction  à  cha(|iH'  instant,  et,  réci[)roquement,  con- 
naissant la  force  P  avec  les  angles  a,  a,  v,  on   aura  trois  é([uatit)ns  du 
I\.  45 
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st'i'ond  oitliT  (|ui  serviront  à  (Iclcniiiiicr  .!•,>' et  z  on  /.  Los  prohli'nifs 
(le  hi  prcniii-rc  t'spi-co  ne  dt-piMidcnt  (|n('  de  l'aniilysc  iliroi'tc  des  l'onc- 
liiiiis  cl  sont,  |tiir  conséciiiciil,  Idiijdiirs  i(''S(dnl)l('s;  t'cnx  de  hi  sccdinlc 
t'spi'ci'  di'|)('nd('nt  do  l'analyse  inverse  des  lonclions  el  son!  snjels  à 
t<iiilos  les  dillicnilés  de  eetto  analyse. 

Si  le  ni(diilc  olait  s(dlicite  ii  la  l'ois  par  deux  lorees  aceéléi'alr-iees  1' 
et  (^)  snivaiil  des  diroelinns  taisant  avec  les  axes  dos  .r,  y,  z  dos  angles 
A.  ;a,  V  pour  la  force  P  ot  n,  p,  ';  ponr  la  l'oreo  Q,  on  aurait,  par  les  for- 
ninli's  des  nnniéi'os  cités. 

x"  =:  P  cos/  -+-  Q  cosro, 
y  =  p  cos/i  -+•  Q  cosp, 
:"  r=  P  cosv  +  Q  c'OST, 

et  ainsi  de  suite,  pour  ttd  nonilire  de  forces  (pi'oii  voudra. 

13.  Supposons  ([uo  les  directions  des  forces  P  ot  Q  fassent  avec  la 
laiigonle  i\v  la  courbe  les  angles  A,  F;  pnis(|iie,  dans  les  formules  du 
n"  1 1 ,  les  anjiles  y.,  [i,  Y  sont  les  nuMues  ipie  ceux  >\i'  la  langenlo  avec 
les  lidis  axes,  on  aura,  par  la  forninli'  li'onvée  ii  la  lin  du  n"  8, 


■t  de  moine 


cos  A  ::=  cos  X  CQS  À  -+-  COS  |3  COS  u.  ■+  COS  y  cos  V, 


cosT  =  cosacosw-i-  cos  ^  cos  &  -+-  cos  y  cos  o-. 


Donc,  multipliani  les  trois  dcr'nil'ros  é(pialions  du  numéro  pri'cédonl 
|)ai'  cosx,  i'os[y,  l'osy  el  les  ajoiilanl  onsondili',  on  aura 

x'c.osx  -t-j-"c0S|3  -T-  c"cosy  =  PcosA  h-  Q  cosF. 


SidisliluanI   pour  eosa,  cos'i,  eosy  leurs  valeni's  —,  —,   —  in"  M  i  et 
'  '  Il      II      II   ^  ' 

rem;ii<|iiaiil  (pio  —         •  est  la  fonction  prime  de  \/x"^-{-y'^-\-z'-, 

<ijx''^-h y- -h  z  • 

e'<'sl-à-(liro  di-  .v',  f[m',  par  eonsoqiM'ul,  cetle  (|iiaiitil(''  osl  égale  à  s",  on 

aura  ré(|nation 

s"  =  P  cos  A  H-  Q  cos  r, 
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qui  est,  coniino  l'on  voit,  semblable  aux  (■■(|uati(ins  «lu  mouvement  ree- 
tiligne  suivant  h's  trois  axes. 

Cette  équation  sert  à  déterminer  direetenu'iit  la  vitesse  réelle  du 
corps,  qui  est  exprimée  par  s',  et  l'on  voit  <jue  les  forces  perpendicu- 
laires à  la  tangente  n'influent  en  rien  sur  la  vitesse,  puisque,  les  angles 
A,  r  étant  alors  droits,  leurs  cosinus  sont  nuls,  ce  qui  détruit  les  termes 
dus  à  ces  forces  dans  l'expression  de  s";  d'où  l'on  peut  conclure,  en  gé- 
néral, que  lorsqu'un  corps  est  contraint  de  se  mouvoir  dans  un  canal 
d'une  figure  donnée,  comme  l'action  des  parois  du  canal  sur  le  ciiriis 
ne  peut  s'exercer  que  perpendiculairement  au  canal  même,  la  vitesse 
du  corps  ne  sera  nullement  altérée  par  cette  action.  Au  contraire,  les 
forces  qui  agissent  suivant  la  tangente  produisent  sur  la  vitesse  leui' 
plein  et  entier  effet,  comme  si  le  mouvement  du  corps  était  rectiligne, 
puisque,  les  angles  A,  T  devenant  nuls  par  ces  forces,  leurs  cosinus 
sont  égaux  a  l'unité. 

14.  La  gravité  et  toutes  les  forces  d'attraction  connues  agissent  éga- 
lement sur  toutes  les  parties  matérielles  des  corps  et  produisent  le 
même  mouvement,  abstraction  faite  de  l'inégalité  des  forces  à  raison 
des  distances,  de  sorte  que  reff"et  de  l'action  de  ces  forces  est  indépen- 
dant de  la  masse  du  corps  mù  et  est  le  même,  par  rapport  à  la  vitesse 
imprimée,  que  si  la  masse  était  réduite  à  un  point.  Dans  les  attractions 
réciproques  des  corps,  la  force  d'attraction  est  proportionnelle  à  la 
masse  du  corps  attirant,  parce  que  cbacune  de  ses  particules  attire  éga- 
lement; par  conséquent,  le  mouvement  absolu  imprimé  au  corps  attiré 
est  simplement  proportionnel  à  la  masse  du  coi'ps  attirant. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  forces  qui  ne  pénètrent  point  dans  l'in- 
térieur des  corps  et  qui  n'agissent  (juii  l'exttTieur,  comme  l'action  des 
ressorts,  celle  de  la  résistance  des  fluides,  les  forces  produites  |)ar  la 
pression,  par  la  tension  des  lils,  etc.  Il  est  clair  (jue  ces  forces  ne 
peuvent  produire  le  même  effet  sur  diff'érents  corps,  à  moins  ([u'elles 
ne  soient  proportionncdies  à  leurs  niasses;  car,  si  une  force  double, 
par  exemple,  agit  sur  un  corps  de  masse  double,  c'est  la  même  chose 
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(1110  si  doux  forcos  simples  agissent  sôparcmcnl  sur  deux  niasses  simples; 
il  est  elair  aussi  que  l'efTot  produit  sur  une  même  masse  ou  des  masses 
orales  par  dillÏMontos  forces,  c'est-à-dire  le  mouvement  ou  la  vitesse 
imprimée,  doit  »"'tre  ])roportionnelle  aux  forces;  ainsi,  si  une  force  F, 
agissant  sur  une  niasse  M,  y  imprime  la  vitesse  V,  une  force  rnV,  agis- 
sant sur  la  masse  rnM,  y  imprimera  la  même  vitesse  V;  mais  la 
force  wF,  agissant  sur  la  masse  ^I,  lui  imprimera  la  vitesse  «iV:  donc  la 
iiiômi"  force  //iV  iriipriuKMa  à  la  masse  //iM  la  vitesse  Y  et  à  la  masse  M 
la  vitesse  m\,  d'où  il  suit  que  les  vitesses  imprimées  par  une  mémo 
force  à  des  masses  difTérontos  sont  en  raison  inverse  des  masses.  Donc, 
en  général,  l'ciret  d'une  force  donnée  sur  une  niasse  donnée  est  on  rai- 
son directe  do  la  force  et  on  raison  inverse  Ar  la  niasse,  on  coninie  la 
force  divisée  par  la  masse. 

Ce  principe  est  confirmé  par  roxpéricncc,  car  un  ressort  placé  entre 
deux  corps  et  agissant  également  sur  l'un  et  sur  l'autre  leur  imprime 
dos  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  masses.  Lorsque  deux  corps 
ilurs,  mus  sur  la  même  ligne  en  sens  opposés,  viennent  à  se  clio(|uer 
avec  des  vitesses  en  raison  inverse  de  leurs  niasses,  ils  s'arrêtent  après 
le  cliDc  par  la  destruction  récipro<|ue  de  leur  mouvement,  et  s'ils  sont 
lUÉrfailcniont  élasti(|uos  ils  sont  réfléchis  en  arrière,  chacun  avec  la 
mémo  vitesse  qu'il  avait  avant  le  choc. 

Dans  les  corps  pesants,  comme  la  gravité  agit  également  sur  toutes 
les  parties  de  la  masse  du  corps,  son  action  ahsoluc  est  proportionnelle 
il  la  mas.se;  donc,  divisant  cette  action  par  la  masse,  l'efTet  de  la  pe- 
santeur pour  imprimer  du  mouvement  aux  corps  devient  indépendant 
(le  leur  masse  et  est  lo  mémo  |)oiii'  tous  les  corps.  Mais  si  tleux  corps 
pesants  se  tiennent  par  un  fil  jiassaiit  sur  une  poulie,  comme  les  forces 
qui  résultent  de  leur  jx-sanleiir,  et  (|ui  sont  proportionnelles  aux  niasses, 
liront  le  til  oi.  sons  contiairc,  il  n'y  a  (|no  la  dilléreiice  de  ces  forces 
(|ni  puisse  lour  iiii|)riiner  du  niouvoinont,  et,  comme  les  deux  corps 
doivent  se  mouvoir  conjointement  et  parcourir  le  même  espace  vertical 
dans  le  mémo  toiiips,  la  masse  totale  à  mouvoir  est  la  somme  dos 
masses;  ain>i,  l'action  do  la  gravité  pour  mouvoir  ces  corps  se  trouve 
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(liiniiuiéo  on  raison  do  la  ditTérence  dos  masses  à  leur  somme;  par  eon- 
sé(]U(Mit,  les  espaces  parcourus  au  bout  d'un  temps  quelcon([ue  sentnl 
à  ceux  d'un  corps  pesant  qui  tombe  librement  dans  la  même  raison. 
C'estce  que  l'expériencecontirme  dans  la  macbine  inventée  par  Atwood 
pour  démontrer  les  lois  de  l'accélération  des  graves. 

15.  11  résulte  du  principe  que  nous  venons  d'exposer  ([ue  les  forces 
accélératrices  d'un  corps  doivent  être  estimées  par  les  valeurs  aI)S(dMes 
(!(>s  forces  qui  agissent  sur  le  corps,  divisées  par  la  masse  même  du 
corps.  Ainsi,  si  P,  Q,  ...  expriment  les  valeurs  absolues  des  forces  (|ui 
agissent  sur  un  corps  dont  la  masse  est  M,  suivant  des  directions  (|ui 
fassent  avec  les  axes  des  coordonnées  x,  y,  =  les  angles  1,  >j.,  v  pour  la 
force  P,  les  angles  rr,  p,  i  pour  la  force  Q,  et  ainsi  des  autres,  il  faudra, 

P    0 

dans  les  formules  du  n°  12,  mettre  partout  ^5  \ï'  ""  ^'  ''^  pb^^e  de  P, 

Q ou.  ce  qui  reviendra  au  même,  multiplier  par  >I  les  (|uant!tes  r' . 

y\  z".  De  cette  manière  on  aura  donc,  pour  les  équations  du  mouve- 
ment du  corps  ^I,  sollicité  parles  forces  ou  puissances  quelcon(|ues 
P.  O les  équations 

M.r":=  Pcos}.  -(-  Qeoscj-i-  .  .  . , 
M^"^=  Pcosa+  Qcosp  +  . . . , 
Mr"  =  Pcopv  -+-  Ocoso-  -t-  . . . . 

Lorsque  des  corps  s'attirent  mutuellement,  connue  l'attraction  c>l 
censée  venir  de  toutes  les  parties  de  la  masse  attirante  et  agir  sur  toutes 
les  parties  de  la  masse  attirée,  il  s'ensuit  que  la  valeur  absolue  de  la 
bu'ce  d'attraction  entre  deux  corps  doit  être  proportionnelle  au  produit 
de  leurs  masses. 

10.  Dans  ces  éi|uali(Uis,  les  coordonnées  .r.  r,  ;  sont  regardées 
comme  des  fonctions  du  temps  /.  Pour  avoir  les  équations  nuMues  Ai' 
la  courbe  décrite  par  le  corps,  il  faudra  éliminer  le  lenqis  et  réduire  les 
coordonnées  1' et  c  à  de  simples  fonctions  de  ,x\  Voici  l'esprit  cl  le  fon- 
dement de  celte  l'cduiMion. 
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Kii  rcijardant  les  {|iiantiti's  .r,  y.  r  coiiiine  fondions  de  /,  l()rs(|ue  / 
ilfvicnl  /-hO,  CCS  (juantitcs  deviennent 

X  +  Ox'H a:     H ;r  ^     +  .  .  .  , 

■i  2.3 

s  +  Oz  H s"  H -,  z    +  .  .    , 

2  2.3 

|»ai'  l<'S  |ii'inci|)es  élaldis  dans  la  preinii'i'e  l'arlie  sur  le  dev(do|i|)enienl 
des  f'oniinins. 

Kn  lejfardant,  d'un  autre  eùté,  v  et  z  comme  Ibnctioiis  de  r,  loi'S(|ue 
r  devient   r  4- /.  ees  nn'-nics  quaiitllcs  deviennent 

r  -1-  '\r'  )  -*-  7  (-J^')  "^  7^  ^y'" )  +  ••■' 

-,  ,\      '- 1  „\        '" ■'  I  1,1  ( 
r  +  /(3')+-(2")+  :^(2   i   H----- 

.If  icnieiMue   ici    les  »|uanlilés    Y ,  v" :',  -",    ...   <'nlic   des   paren- 

llii'ses,  |M)ur  les  distiniiuei- des  nuMues  (|uantités  r(dalives  à  la  |ii-eniii're 
iiypotlièse. 

Donc,  si  l'on  lait 

•        n     ,        0"-      „  ^''       », 

i  =  0x  -^ X  -\ X   -h  .  . . , 

■>.  1 . 6 

il  fauili'a  (|ue  l'on  ait,  (|U(d  (|ue  soit  0,  ré(|ualion 

'(/)  +  -{f)  +  ^  (/")+••  •  =  0/+  -7"+  ^J"  -  •  •  •  , 
et  de  même. 

SidisliInanI  la  valeur  de  /  et  coninaranl  les  termes  all'eetés  de  la  même 
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puissiincc  (le  0,  l;i  prcmii'rc  ('(nuitioii  (loiiiit'i-a 

!)  '"  ={)-']  •*'"  +  ^  (  ;  "  )  ^'^"  +  [y  )  ^'' . 

L'I  ainsi  de  suite;  d'où  l'on  lire 

(_y..)  ^  t^     (y,)  ^  .r"-{.r']^"  ^  z:  _  /^^', 

.    ,„, x'" — [y']x"' — 3(j").r'a." y'"       y' x"       Zy" x"       iy'x"'- 

^^    '  x''-'  ~' x'-'         x"-  x"'  x'^ 

et  ainsi  de  suite;  et  l'on  aura,  par  la  seconde  équation,  des  t'oi*n)ules 
semblables  poui'  [z'),  (="),  ...  en  changeant  seulenu'nt  la  lettre  r 
en  ;. 

Ces  formules  s'accordent  avec  celles  (|ue  nous  avons  trouvées,  d'une 
antre  manii're,  dans  la  premii're  Partie  i  ii°  50),  car  on  voit  (|ne 


(r')  =  '^''    (/ 


ièï 


L'analyse  précédente  est  plus  directe  et  résulte  des  premiers  prin- 
cipes de  la  chose  ;  mais  celle  de  l'endroit  cité  a  l'avantage  de  faire  voir 
la  loi  de  la  progression,  car  elle  donne  immédiatement 

et  ainsi  do  suite,  en  désignant  par  un  trait  appliqué  aux  parenthî'ses 
carrées  la  fonction  prime  de  la  quantité  renlermée  entre  les  paren- 
thèses. 

Par  le  moven  de  ces  formules,  on  pourra  transformer  les  éipiations 

(|iii    contiennent    les   fonctions    dérivées    x' ,  ,r",  .  . .  .  v'.   v' z' . 

z" , . . .  relativement  ;i  /  en  d'autres  é(|nati()ns  où  il  n'y  ail  (|ue  les 
fonctions  dérivées  (y),  (y"),  .  . . ,  {z'),  {z"),  . . .  relativement  ii  .v. 
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CHAPITRE  IV. 

in:  L.v  QLKsriON  or  ii.  s'agit  m;  ikolyeiî  la  ki:si.sïan(.k  qii;  i.k  mii.iiu    non 

OPPOSER  POIR  QIE  LE  PROJECTILE  DÉCRIVE  VNE  COURRE  DONNÉE.  ANALYSE  DE  LA 
SOLITIOX  QIE  NEWTON  A  DONNÉE  DE  CE  PRORLÈME  DANS  LA  PRE5IIÈRE  EDITION 
DE  SES  «  PRINCIPES  ».  SOURCE  DE  l'eRUEUR  DE  CETTE  SOLUTION.  DISTINCTION 
ENTRE  LA  METHODE  DES  SÉRIES  ET  CELLE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES ,  OU  DU 
CALCUL    DIIUÉRENTIEL. 


17.  Pour  iiiiiiitrcr  l'usage  des  forimilcs  ([uo  nous  vcuous  de  doiiucr. 
supposons  (ju'oii  dcuiaiidc  la  ursislanuc  du  milieu  eu  mmIu  de  huiucdlc 
un  corps  pesant  lancé  dans  ce  luilicu  dcciiiail  une  coiirlx'  douiici'.  Ou 
regardera  la  résistance  coiiiuic  une  lurcc  rclardati'içe  ([ui  agit  dans  la 
direction  même  du  corps,  ("csl-à-dire  dans  celle  de  la  tangente  de  la 
courbe;  ainsi,  eu  uoiniuanl  /•  la  résistance,  c'est-à-dire  l'action  du  mi- 
lieu résistant  sur  la  suilace  ilii  corps,  divisée  par  la  masse  même  du 
corps,  ou  aura  — /cosa,  — /cos'j,  — /cosy  pour  les  forces  accéléra- 
Irices  ijui  eu  résultent  suivant  les  directions  des  axes  des  .«■,  v,  z,  les 
angles  a,  fl,  y  étant  ceux  de  la  tangente  avec  ces  axes.  De  plus,  si  l'on 
nomme  g  la  force  accélératrice  de  la  gravité,  et  (|u'ou  prenne  les  coor- 
données j  verticales  et  dirigées  de  bas  eu  haut,  (ui  aura  —  i;  pour  la 
force  accélératrice  provenant  de  la  gravité  suivant  les  c(K)rd(»iiuées  >-. 

Donc  les  équations  du  mouvement  seront 

:*■"  =  — /•cos«,    ^"=  — g'— reos^,     z"~—rcosy. 
Sid)stituaiit  pour  cosa,  cos'i,  cosy  leurs  valeurs  ~,  - 

'  '  U  II         II 
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II,  vitessr  du  corps,  est  =.9'=  \  a-'--î- v'--i-:;'-,  011  aiiia  rellc-ci  : 
„ •     r.v'  „  /•>•'  „  rz' 

Il  •  "  H  "     ~  Il 

l.a  |)roiiiii'n'  et  la  deriiiiTt'  (luiiiiciit 

x" z" 

x'        z' 

il'dii  l'on  tire,  en  prenant  les  fonctions  primitives, 

2  ^  Uix  -!-  n, 

m  et  n  étant  des  constantes  ai'hitniires.  Cette  étiuation,  étant  celle  diin 
plan  vertical,  fait  voir  que  la  courbe  est  nécessairement  toute  dans  ce 
plan  :  ainsi,  en  prenant  l'axe  des  x  dans  ce  même  plan,  on  aura  r  =  o 
et  r'=  o,  et  les  équations  de  la  courbe  se  réduiront  aux  deux  premières. 
Mais,  comme  dans  ces  équations  les  variables  x,  y  sont  supposées 
fonctions  du  temps,  et  que  pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  on  doit 
regarder  v  comme  fonction  de  x,  il  faudra  chercher  ses  fonctions  dé- 
rivées dans  cette  hypothèse  par  les  formules  du  nunu'ro  précédent. 
Supposons,  pour  abréger.  -  =  y:  on  aura 

x''  =  —  qx  ,     )■"  —  —  g—  qr'; 
substituant  ces  valeurs  dans  l'exjiression  de  i_v"    du  n"  16.  011  aura 


iri  =  -r^; 


ainsi  la  valeur  de  7  dépend  de  (V).  Or  on  a,  par  le  même  numéro, 

,    ,„, x^       y'x'"       3   y"  '  x" 

^^  '~x^'         y^  x^-      ■ 

mais,  connaissant  les  valems  ilc  .r  et  v' ,  il  n"\  aura  (|n';i  prentlre  lcui> 
fonctions  primes  pour  avoir  celles  de  x'"  et  v",  et  l'on  lr(Uivera.  en 
désiiiiiant  par  q'  la  fonction  prime  de  q, 

X    z:z  —  q x"  —  q'x'  =^  ,  q-  —  q'  x', 

7"=  -  '])•"  -  'l'y'  =  QS  +  ['I-  -  <i')r'- 
IX.  46 
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l'ai-  cos  siihsliliitioiis,  les  deux  prciiiiiM's  Iciincs  de  la  valeur  de    v 

domicnml   ^^   cl  le  Icrmo '  '  ,..'-  donix-ra  — -^;   de  soilc  (pic 

r, m  aura     >      —  — -f>-   Or,  a  étant    —  '    ^=1   on    fera  cette  suli- 

stilutioii,  et  ["(iii  en  chassera  .r'  et  }'  an  moyen  des  é(iuali(ins  iy')  = — 
l't    v")  — ^1   lesnnelles  donneront 


Oïl  ania  ainsi 

(r  )  ^ 


'Vi  +  1  j' 


Comme  les  (onctions  dérivées  (/),  (y"),  (j'j.se  rapportent  maintenant 
il  la  variable  .r,  nons  ponvons  les  représenter  simplement  par  v',  y". 

>'":  011  aura  donc 

r  _      r"'\^'  -\-  r"- 

Or,  la  cmirlie  étant  donnée,  on  a  v  en  touclioii  de  .»■  :  de  là  ou  tirera 
les  loiictioiis  dérivées  }-',  y",  y"\  cl  la  rnriiiiilc  précédciile  donnera, 
pour  (  liaqne  point  de  la  courlic,  le  rappoil  de  la  résistance  à  la  i;ravile. 

La  vitesse  a  seia 


H  =  \ix--hy-  =  x'\/i-i-  [y  y 


_   Vj> 


v/j?v/'-i-ir')- 


c'est-à-dire,  en  changeant  '' v"'  en  v', 


^_  y/g-y/i-H/^ 


v-J-" 

l'our  ti'adiiirc  ces    loniiulcs  eu  Calcul  (lill'crciili(d,  il  laiidra  cliani;cr 

,        dy  (I-  )■  ,  ,. 

y  en -^5   cl  v    eu     ,  ■   -,    eu   prenant  c/r  conslaiit.  parce  (iiic  ces   loiic- 

lions  dérivées  sont  ici  rcdatives  à  la  variable  .<•. 

Si  rmi  >ii|iposc  la  résistanci'  propiirlioiiiudlc  au  carré  de  la  vitesse  et 
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il  lii  (Icnsilé  (lu  milieu,  alors,  nommant  A  cptte  densité  dans  nn    lieu 

i|uei(()ii(|ue,  on  aura 

r=^  mil- 1, 

m  étant  un  eoeHieient  constant;  doue,  suhsiituaul  la  valeur  de  «, 

-}" 
el,  metlailt  celle  \aleur  dans  ré(|uation  ci-dessus,  elle  deviendia 

r'" 


/hA  = 


if  \j  i  -+-  y'- 

par  où  l'on  déterminera  la  densité  du  milieu  nécessaire  pour  faire  dé- 
crire la  courl)e  donnée.  Réciproqnemenl,  celte  é(iuation  servira  ;i  délei'- 
niiner  la  courbe  lorsque  la  densité  du  milieu  sera  donnée. 

Pour  les  projectiles  lancés  dans  l'air,  on  jient  supposer  la  densité  du 

milieu  constante;  ainsi,  faisant,  pour  plus  de  simplicité,  2wA=  j- 
reijuation  de  la  courbe  sera 

y 

s  étant  l'arc  de  la  courbe,  d'où  l'on  tire,  eu  prenant  les  fonctions  [)ri- 
mitives, 

y  ^  Ae*', 

A  étant  une  constante  arbitraire  :  c'est  la  fornu'  la  plus  simple  sous 
la(|uelle  puisse  être  mise  ré(|uation  de  cette  courbe.  On  peu!  tirer  de 
ces  équations  les  dill'érentes  approximations  qui  ont  été  données  jus- 
([u'ici  pour  la  détermination  de  la  courbe  décrite  par  les  boulets  et  les 
bombes;  mais  les  bornes  de  cet  écrit  muis  empécbent  d'euirer  ilans 
auciin  délai!  sur  ce  sujet. 

IS.  Nous  remarquerons  encore  (ju'on  aurait  pu  déduire  lonl  de  suiti' 
l'équation  de  la  courbe  des  équations  du  niouvenn'Ut, 


-'  y 


.16'» 
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\)nv  rfliniinatidii  imini'diate  du  (i'iii|)s/.  Kn  cITot,  a:  cl  >  fiant  loiiclidii^ 
(le  /.  (Il)  pcnl  i't'ci|ii'(i(]iiiiiit'iil  iciiardcr  \'  l'I  /  (•(iHiiiic  loin  lidiis  de  .r,  cl, 
|»ar  la  rcj^lc  doiuicc  dans  le  ii"  50  de  la  picinicrc  l'arlic,  si  l't)!!  regarde. 
cil  ij;eiicral,  .r.  v,  t  coninie  fonctions  d'une  autre  variable  (|uelc()n(|uc  :, 

r'         V  (î"     (7)' 

il   faudra   substituer  —  cl  —  à  la  place  de  .«',  y\  et   — ,     >  — ^ —  à  la 

place  de  x" , y" \  mais,  en  prenant  x  poni'  variaide  principale  à  la  place 

de  /,  on  fera.r'=i,  et  l'on  aura  it  siilislitner  -  cl  —  à  la   |)lace  de  x' 

i  i  ' 

cl  y .  et  —  -,-  et  ■— ;  —  '—r^   ii  la  place  de  .r"  et  r". 


Les  deux  ct|uatioiis  dcvicndninl  dcuic,  à  cause  de/^  \x'-+y'-. 


f 


y"     yi" 

l'2  i':t 


,y 


\  '  +r 


d'où  il  faudra  éliinincr  la  fonction  /'.  Substituant,  dans  la  seconde  é(|na- 
lion,  la  valeur  de     -  tirée  de  la  premii'rc,  elle  devi<'ndra 


/'- 


divisant  par  v",  cl  prenant  de  part  cl  d'autre  les  foiidions  primes,  on 
iuira 


valeur  (|in,  étant  substituée  dans  la  première  équation,  donnera,  comme 
plus  liant, 

c  _  _  .?"'v''  -t-/-  _ 

"■  it-"- 

f>  '■J 

A  rcj,Mrd  de  la  vitesse  // =  .y' =  y'ar'^+ y'-,  elle  deviendra  -         — > 

cl,    coinnic   on    \ienl    de    trouver  /=v/— '— '    !■'    vitesse    dcvicndi'a 
VA'  ' 


v/.-+-/= 


comme  ci-(lessib 


v-.> 


si  la  force  de  la  ij;ravité  ^'  était  variable,  alors  la  valeur  de  -  (|ni 
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l'on  vient  de  trouver  ne  serait  plus  exacte,  car,  en  prenant  les  Ibne- 
tions  primes  de  l'équation 


on  aurait 

et  la  substitution  di^  cette  valeur  donnerait 


f;~  aj"-  "^ST" 

Otte  manière  d'éliminer  le  temps  dans  les  équations  du  mouvement, 
pour  avoir  l'équation  de  la  courbe  décrite,  est  analogue  à  celle  qu'on 
emploie  dans  le  Calcul  différentiel;  mais  l'analyse  du  n"  1G,  fondée  sur 
le  développement  des  fonctions,  est,  à  certains  égards,  plus  directe: 
elle  nous  sera  d'ailleurs  utile  pour  découvrir,  comme  nous  l'avons  an- 
noncé au  commencement  de  cet  écrit,  la  véritable  source  de  la  méprise 
où  Xewton  est  tombé  dans  la  première  édition  des  Principes,  en  résol- 
vant le  problème  dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

Quoiqu'il  puisse  paraître  peu  important  de  découvrir  en  quoi  et  com- 
ment Newton  a  pu  se  tromper  dans  une  solution  qu'il  a  ensuite  lui-même 
abandonnée,  néanmoins,  comme  tout  ce  qui  a  rapport  à  l'invention  et 
aux  premiers  développements  de  l'Analyse  inlinitésimale  mérite  l'at- 
tention de  ceux  qui  s'intéressent  à  l'histoire  des  sciences,  j'ai  cru  que 
l'on  me  saurait  gré  de  discuter  de  nouveau  ce  sujet,  comme  un  poini 
qui  n'a  pas  été  assez  éclairci,  parce  qu'il  tient  à  une  distinction  subtile 
entre  la  méthode  différentielle  et  la  méthode  des  séries,  que  Newtmi  a 
employée  dans  sa  première  solution  (liv.  H,  prop.  X  \ 

19.  Wiici  la  construrtiiiii  (jui  sci-t  de  fiiinleiiii'iil  à  cette  solution.  Le 
mobile  étant  parvenu  à  un  point  (|uelcon(iiie  de  la  courbe,  sans  la  ré- 
sistance et  la  gravité  il  décrirait,  dans  un  temps  donné  très-petit,  une 
partie  très-petite  de  la  tangente  (|ue  nous  désii.'nerons  par  z  :  soient  y  le 
petit  espace  (|ue  la  gravité  lui  ferait  deeriic  dans  le  même  temps  per- 
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pcmlinilairomciit  à  l'Iiorizon,  et  z  le  potit  cspaoo  dont  la  iTsistance 
iliiiiiiiiR'  l'i'spacT  X  parcouru  sur  la  laui;cutc;  il  csl  clair  (|uc  le  rappoil 
(le  5  à  -  sci'a  celui  (le  la  l'csistaucc  à  la  i;ravilc.  Aiusi  le  corps,  daus  le 
temps  (pi'il  aurait  parcouru  sur  la  tau^cute  l'espace  x  — p,  serait 
(lesceudu  verticaleuienl  de  la  (|uaulité  y;  par  couséquent,  y  sera  la 
ili'che  de  l'air  x  —  p.  .Maiutenant,  si  l'on  cousidi're  le  corps  couinu' 
partaut  du  mémo  point  et  rebroussant  chemin  pour  décrire  en  sens 
contiaire  le  même  arc  de  courbe  (pi'il  a  parcouru,  il  laiidra  rei;ai(lei'  la 
résistance  comme  négative,  et  par  consé(pu'ul  cmnine  une  force  cpii 
accélère  le  mouvement  au  lieu  de  1<î  retarder.  Le  ui(d)ile  décrira  aiusi, 
dans  le  même  temps  très-petit,  l'espace  a.  +  p  sur  la  même  tangente 
dans  une  direction  contraire,  et  descendra  verticalement  par  le  uiéme 
espace  y,  en  vertu  de  la  gravité.  Par  consé(|uent,  y  sera  la  fli'clie  de  l'arc 
x  +  p,  pris  de  l'antre  côté  du  point  de  la  courbe  dont  il  s'agit.  Or  les 
flèches  étant,  pour  les  arcs  infiniment  petits,  comme  les  carrés  des  arcs 
on  des  tangentes,   la  flèche  de  la  portion  x    -  p  de   l'arc  a  +  p  sera 

ri- — ^  1  ;  donc  la  dillérence  des  flèches  pour  les  arcs  énaux  y.  —  ?, 

pris  de  part  et  d'autre  du  point  donné  de  la  courbe,  sera 

y  r,  _  [fi^zî)l  1  =   4  «yp  . 

'^L         (a  +  p)-"J        («  +  pi'-' 
Nommons  celte  dillérence  «^ :  on  aura 

4a/f>     _  >     „,     p  _  ô[x  +  p)-  __   ôx 

I — ~ — ^1  —  0     ei     —  =^ ; — —  7 — T> 

(a-4-p)-  y  b,cq-  4y- 

a  cause  (pn>  la  [letile  ligne  p,  |iar('oiiriie  d'iiu  mouvement  uniroruiéuu'ul 
accéléré,  est  intinimenl  plus  pelile  (pie  la  ligne  y.,  parcourue  dans  le 
nn'-me  temps  d'un  uioii\cuieut  uniloruie. 

Tel  esl  le  rai-^oiiiu'uieut  de  Newton,  préseuté  de  la  mauii're  la  plus 
elaire,  et  le  résultat  ([ue  nous  venons  de  trouver  s'accorde  avec  c(dui  du 
coiulhiire  II  du  probli-uie  cité,  oii  il  est  visible  (|ue  les  lignes  CF  et  F(l 
sont  ce  (|ue  n(Mis  avons  nommé  a  et  y,  et  que  la  diderence  FG  -  K/ 
est  c-e  (pu-  nous  avons  nommé  55. 
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Maintenant,  en  prenant  les  abscisses  j:-  horizontales  et  les  ordonné'cs  v 
verticales  et  dirigées  do  has  en  haut.  Newton  suppose  que,  pour  l'ab- 
scisse x-ho,  l'ordonnée  exprimée  en  série  est 

et  il  remarque  que  la  partie  de  la  tangente  (|ni  répond  à  la  partie  o  de 
l'axe  est  o  VI +  Q%  et  que  la  flèche,  c'est-à-dire  la  partie  de  l'ordonnée 
comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente,  est  Ro-h- So^^- .  . ..  En  tai- 
sant o  négatif,  on  aura  la  flèche  (jui  répond  à  la  même  partie  de  la  tan- 
gente, prise  de  l'autre  côté  du  point  de  contact,  et  qui  sera,  par 
conséquent,  Ro'- —  So' -j- . . . ,  et  la  diU'érence  des  deux  flèches  sera 

2So^— Or  il  est  visible  que  les  quantités  o  y  i  +  Q-,  Ro'H-So'-f- . . . 

et  2S0'— ...  répondent  à  celles  que  nous  avons  nommées  x,  y  et  (5; 
donc  la  quantité  y^>  (]iii  exprime  le  rapport  de  la  résistance  à  la  gra- 
vité, deviendra,  en  divisanl  le  liant  et  le  bas  paiw/', 

Sv/i-hQ--'     _  Sy/i  +  Q- 

2(11-1-  Soi-    '~  ^^-  ' 

la  quantité  infiniment  petite  o  s'évanouissant  à  côté  de  la  (|naiitilé  R. 
C'est  aussi  le  résultat  trouvé  par  Newton  dans  l'exemple  premier  du 
même  problème. 

Suivant  notre  notation,  lors(|ue  x  devient  a;  +  f>,  v  devient 


r  +  oy+  — ^'  H- 


2.3- 


donc,  comparant  avec  la  série  de  Newton,  on  a 

Q=y,     R  =  -=Ç,     S=~;^^; 

substituant  ces   valeurs  dans  la  l'ormnle  precedenic.  le   rappoil  de  la 

résistance  il  la  gravité  deviendra  — • — ..   „ ,' — >  an  lien  iiiie  nous  l'avons 
^  •i^  -  ' 

trouvé  ci-dessus  in"  17)   —^-^ — —f D'où  il  suit  (lue  la  sdliilion  de 

J  ^y>  1 

Newton  est  fautive. 


:)G8 
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Il  est  iTiiKiniuahlc  (|iio,  si  l'on  snhsiiliic  simplement  r',  v",r'"  on 
'^1^,  îlil",  iLl"  n,,,|,'  ().        H.     -S.  on  a  nn  lésnltal  e\aet  :  e'esl  ce  tini 

l/.V      (1.1-      (Ix'    ' 

a  l'ail  croire  anx  Heinonlli,  (|ni  ont  decoiiveil  les  premiers  l'errenr  (le 
Newton,  et  à  tous  ceux  qui  en  oui  parlé  depuis,  (jueeelle  cireur  venait 
(le  ce  ([lU'  Newton  avait  pi'is  les  termes  de  la  série  Q<>  -  Wo'—  Sr/'  -  ..  . 
|KMir  les  ilillerences  picniii'res,  secondes  et  troisièmes  de  l'oi^donnée, 
tandis  (|ue  ces  termes  ne  sont  égaux  qu'il  ces  diUeiences  divisées  par  i , 

■>,  (i Mais  il  est  facile  de  voir  que  la  solution  de  Newton  est  indé- 

pendaiile  de  la  considéi'ation  de  ces  diiïénaices  el  (|ue  la  siilislitntioii 
des  termes  Ko-,  So'  de  la  série  dont  il  s'agit  ii  la  place  des  (]uanlilés/; 

et     '  dans  la  foiinule  — •   est    lésritime;  ainsi    l'erreui'  doit  être  dans 

celle  lormiile  im'-me,  (|ui  donne  le  rapport  de  la  résistaiwe  ii  la  i^ravité, 
cl  ce  (|ui  doit  le  prouver  sans  iépli(|ue,  c'est  (|iu',  si  la  i^ravilé  était  va- 
lialilc,  la  même  l'ormule  aurait  encinc  lieu.  puis(jue  dans  les  deux  mou- 
vemculs  direct  cl  rélr()i;rade  le  corps  esl  censé  desceudn'  verticalement 
(le  la  même  lii;iie  y.  Ainsi,  dans  ce  cas,  on  dcvi'ait  aussi  avoir  une  so- 
luti(Ui  exacle  par  la  siilistilulioii  de  )'',j'",  v"  ii  la  [il  a  ce  de  (j.       H,  —  S, 

ce  (|ui  n'est  pas,  counne  on  le  voit  par  la  valeur  de  -  (|ue  nous  avons 
trouvée  pour  ce  cas  dans  le  numéro  précédent. 

20.  Poni' découvi'ir  la  soui'ce  de  l'ei'i'eur,  nous  allons  l'éduire  la  so- 
lulidii  (le  Ncwlou  eu  aualvse.  I']n  U(Muinaiil  n  la  vitesse  dans  un  point 
de  la  ((Mirlic,  it')  esl  res|)ace  «juc  le  m(d)ile  parcourrait  dans  la  lani;(>nte 
|)en(lanl  le  tem|is  0,  sans  la  gravité  et  la  résislance.  .Nommant  g  la  force 

al)solue  de  la  giavité  et  /•  celle   de  la  résisliiuce,  ^^ —  et  —  seront  les 

espaces  parc(Uirus  en  \crtu  de  ces  l'orces.  regardées  c(unnn'  cousiantes 
peudaul  le   temps  0,  suppose  tri's-pctit.  Ainsi   le  (-(ups  aura  |)ai'courii, 

rO- 
^iiis.iiit    la    lani;('ule,    l'espace  //O—      -■,    el,  sui\aul    rord(Uiin''e   vei'ti- 

lale  V,  l'espace-—)  le(|U(d   représente    la    lli'che  (|ui   r(''p(md  ii    la  tan- 

rO- 
i;cule  II')—- Supposons  mainleiiaul,  ((OUMie  \e\\l(m,  (jue  le  m(d)ile 
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i'('l)roiisso  chemin  avec  la  même  vitesse  ii  el  siii'  la  même  laniiciile: 

dans  le  temps  T,  il  déerirait  l'espaee  iil+'—^s  parce  que  la  résistance 

doit  être  prise  en  sens  contraire:  c'est  l'espace  pris  négativement  (|ui 

répond  an  temps  0  =  —  T,  et  la  llèclie  correspondante  serait  --^î  et,  si 

l'on  vent  qne  les  denx  espaces  décrits  de  part  et  d'antre  soient  éi;an\, 
comme  Newton  le  snppose,  on  anra  ré(|nation 


d'où  l'on  tire,  anx  0  '  près. 


Snl)stitnant  cette  valenr  dans  la  flèche  "^^ — >  elle  devient '^^ — ;  et 

la  dilierence  des  denx  flèches  sera  ^ — -,  c'est  la  qnantité  (lue  nous 

avons  nommée  ci-dessns  <i.  D'nn  antre  coté,  il  est  clair  qn'on  a.  suivant 
les  dénominations  employées  ci-dessus, 

,.92  „62  rO- 

x  =  uO )     ■/ —  - — ?    P  =  — •■ 

■i  '  -2  :>■ 

donc 

/• p 00c 


de  là,  en  faisant  y-  =  o\  i-l-Q%  et  prenant  Ro'-  +  So',  lUr  — Sr/'  pour 
les  denx  fli-ches,  ce  (jui  donne  y  =  1^^''.  "^  =  -tSo',  on  a 


comme  Newton  l'a  trouvé  par  sa  constrni'fion. 

21.    .Maintenant  il  est  aisé  de  voir  (|ue  re  résultat  vient    de>  c(|ua- 
IX.  17 


.170 
lioii^ 


,.t,2 


r'j 
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.,.       /T^ 


u'j =  o  v'-f-  Q-.     —  «  1" =  —  o  i  I  -*-  Q- . 

2 

9-       „    .      .    .  fi-T- 


5—  —  R0--1-  So\ 
■2 

011  liicii  siiii|)lciii('iil  (le  cclk'S-i'i, 


\\o^      So^ 


^     EÊl 


iMi  prtMiMiit  0  ol  o  posilivi'nicnt  et  népitivcinciit,  vc  qui  rovient  à  véri- 
licr  CCS  C(|ii;ili()iis  iiKlcpcndainincnt  ilc  la  valeur  de  o,  qui  en  elTel  doit 
ijcnieiifcr  iiidclerminrc,  étant  su[)p(isi'e  tr('S-|ie(i[e. 

I,a  [H'cniièrc  é(|uati()n  donne,  an\  leiincs  du  tioisii-nu'  ordre  près,  0 
cl  t)  étant  du  |»reniier, 


5  _  o\''  +  0-  _^  /\i4-Q-)o- 

U  •}.  u-' 

dette  valeur  étant  sultsiituée  dans  la  seconde,  on  a,  an  (|natriiMni'  ordre 
|)r('s. 

if:  I -+- Q'-)o-        ff/-i  +  Q-)- o'       „     .       ^    , 


cl  la  comparaison  des  Icrtncs  iuitno^'i'iies  en  o  donne 
R  = 


l)c  la  itrctnil'r-c  on  tli'c  ;/■  r=  °-^ — - — -,  et,  celle  valeur  elant    suhsiituce 

'  2|{ 

dans  la  seciindc.  on  a  le  résultat  de  Newloii  : 

g-         2R^ 

Mais  nous  devons  reniar(|ucr  (|uc  ce  dcrniei'  rcsullal,  clan!  tire  de  la 
comparaison  des  termes ailéctés  de  o'  dans  la  Iransf'orrnée  de  rc(|iiali(iii 

—  =  K0--+- So',  ne  saurait  élre  exact,  p:n'ce  (|ne  le  premier  nicinlirc 

de  cotte  é(juatiiMi.  (pii  est  rcxprcssiiin  di'  la  tli-che  en  lernps,  n'csl  lui- 
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niiMuo  exact  qu'aux  0'  près,  de  sorte  (|ii";i   la  liitueiii   il  n'y  a  d'cxacl 


>  +  Q 


:7=^5  tiré  (le  la  euiiiparaisoii  îles  termes  du  se- 


(|ue  le  résultat  R: 

eond  ordre.  Pour  avoir  de  celte  manière  la  valeur  exacte  de-î  eu  la 

déduisant  des  tenues  affectés  de  o\  il  faudrait  que  l'expression  de  la 
tlèclie  en  0  fût  elle-même  exacte  jusqu'aux  ^';  mais,  le  terme  qui  ile- 

vrait  suivre  '^^ —  n'étant   pas  donné  immédiatement  par  les  principes 

de  la  Mécanique,  on  ne  peut  le  trouver  que  par  la  loi  de  la  dérivatimi. 
de  la  uuinière  suivante. 

22.   Puisque,  suivant  l'hypothèse   de  Newton     u°  19  ,  .r  croissant 


de  o,  y  croit  de  Qo  —  Ro-—  So''— .  ...  et  que  o\  h-Q'''  =  mO et 

Ro-  — So'  =  '^^—     numéro    précédent  ,    H    étant    l'accroissement    du 

temps  /.  correspondant  a  l'accroissement  o  de  l'abscisse  .r.  il  s'ensuit 
(|ue,  /  devenant  /  -i-h.  x  devient 


et  V  devient 


r-^ 


Or.  eu    rapportant   ;i   /   les  fonctions  dérivées  ac' ,  x'\ 
lorsque  /  devient  /  —  0.  .r  et  v  deviennent  en  i^éuéral 


X  ^  X    'j  -\-  X X  ' 


2.3 


donc,  comparant  avec  les  formules  précédentes,  on  a 


VI -Q^ 
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D'un  aiitir  côté,  puis(|U('  x  i-t  i' devicnnonl  en  inèiiic  temps  a  h- o  el 

y  -(-.  ()o  _  Ko-  —  So^  —  . . . ,  on  aura  aussi 


o  =^x'0-hx" h  x'"  — n  +  ■ 

1  9.  .  1 


Qo  —  Ho-  — So'  —  . ..  —/5  -+-;•"—  -<->•'"- 


■2    ■  ''     2. -5 


Dimr,  (■iiniiiie  la  ili'che  est  exprimée  en  i;énéiai  par  l{n--t-So' 
siiii  expi'ession  en  0  sera 

/  0-  0"  \  0-  ô' 


{Qx'-f)6  +  [Qx"-y"]  '-■  +  [qxr-y]  --.-.  + 


Les  ileii\  premiers  termes  se  réduisent  ;i  - —   |)ar  la  snlistilutioii  des 

valeurs  de  .r',  x",y',y";  pour  avoir  le  ti'rme  suivant,  il  n'v  aura  (|u";i 
clieri  lier  les  Valeurs  de  .r  ,  v    d'a|)ri's  etdles  de  .<",  v".  Or  on  a 

j"z=Qx"- -, 
doii  l'on  lire 

}''^Qx"-hQ'x',     donc     Qx"  —  y"  =  ~  Q  x". 
Pour  avoir  <J',  je  prends  réquation 

(pii  ivsultedes  valeurs  or'  et  v'  trouvées  ci-dessus,  d'oii  l'on  lire 


doue 


Q'=y^^i: 


^1     donc     Qjr"— v"'=:£r— -  =--  --• 

^  X  ■'  "  X  II 

Il  résuite  de  lii  ipie  l'expression  de  la  fll-clie,  au  lieu  d'èlre  simple- 


TROISIÈME   PARTIE.  -  CHAPITRE   IV.  :î73 

m. ■lit  ■^,  sera  ^^ ^U--   Ainsi,  au  lieu  ilr  l'c(iuati()ii 


î^ —  =  Rt>--;-  So\ 

on  aura  celle-ci, 

2  6  II 


^ =  Ro--i-  So^ 


t|ui  est  exacte  jus(]u*aiix  quantités  du  ti-oisiJ'ine  ordre.  En  y  siili>tiluanl 
la  valeur  de  0  du  numéro  précédent,  (jui  est  exacte  jusqu'aux  (luantités 
du  second  ordre,  on  aura,  au  quatrième  ordre  près, 


Ro--!-So^=:  -^ 
savoii', 


-Q-  o-  _  fffl-  '-HQ-'r  _  .g/'i  +  Q')'-]    ^ 


d'où  l'on  tire,  par  la  comparaison  des  termes. 

Substituant  dans  la  seconde  é(|ualion  la  valeur  de  tr  tirée  de  la 
première,  et  qui  est  la  même  ([u'on  avait  trouvée  plus  haut,  ou  eu 
déduira 


(l'est  la  valeur  (jut*  Newton  a  donnée  ensuite  dans  la  seconde  édition 
de  ses  Principes     liv.  Il,  proh.  III;,  et   l'on  voit   qu'en   mettant  dans 

cetl.' valeur.v,   — ^,   — -^  à   la   place   de  Q,  R,   S,   comme    dans    le 
n"  11),  rli,.  drvicnt 

telle  (|iie  nous  l'avons  trouvée  dans  le  n"  17. 


;i7'. 


i  III' ou II-:  ni: s  fonctions. 


23.  Si   l'on   voulail   siunic   la  |ir<'mii'rc  iiiaiclH'  do  Newton,  mais  en 

prenant   ponr   la   lli-clie   (|ui   leponil  au  leriips   tirs-petit  0  rex|)r('ssion 

"'5-       ffrO'-' 
pins  exacte ^. —  (ine  lions  venons  de  Ironvei',  (Hi  aurait,  pour  la 

lli-elie  (ini    répond  an   temps  ~  T,   ^^ 1- '^ .      •.   siihsiiliiant    ponr    T  sa 

valeur  eu  'J,  0 elle  deviendi'ait  '^^ ^^. —  7  el  la  dillerenre  des 

/'  ■>  b  II 

deux  llèi  Iles  M'i'ail  alors  -T,     -,   (in'il  laudrail  iireiidi'e  pour  S;  les  \[\- 
iii         ^  '  ' 

nt  é-al 

par  la  siil)>lilnlioii. 


leurs  de  v  e(  :  seraient  éi;aleiiieiil.  aux  0'  prl's,  '^^^ — •         -■,   et  l'on  aurait 

'  '  '  '.4  2 


co  ir         ,  ;•        'iao 

>  -T.  —  TJ--,      donc      -  =  --• 

l'renanl   niaiiileiiaiit,  (dinnie  Newhni, 

X  =  o  y  i  -h  Q-,     ■/    -  \{<)',     ô  -     3.St»^, 
on  aurait  le  resiillal  exaet 

Comme  Newtiui  ii'esl  parvenu  ii  ce  see(uid  résultai  (lu'en  sui\aiil 
une  riiar(die  analoi^iie  ii  r(dle  du  Calcul  diircreuli(d  <•!  en  considérant 
deux  taiiiicntes  successives  ou  deux  cotés  successirs  de  la  courbe,  au 
lieu  (pie,  dans  la  premii-re  solution,  il  n'avait  considéré  (prune  seule 
lan^cnle  proioiii^ée  de  part  el  d'aiilredii  [loiiil  de  conlact,  nonsa\(iiis 
cru  devoir  montrer  comment,  sans  s'écarter  de  l'esprit  de  celle  solu- 
tion, mais  en  la  reetifianl  pai-  la  méthode  des  séries,  on  pouvait  aussi 
arriver  ;i  un  resiillal  exact.  I']u  (dlel,  (Ui  peul  loujours  lr(Uiver,  parcelle 
métliode,  les  premiers  lermes  de  l'(U(lonnee  en  série  d'uiio  coiirlie, 
ou  en  iiénéral  du  dév(doppe!nenl  dune  roiiclion.  Ies(pi(ds  s;itisfasseiit 
aux  conditions  iiiecaiii(|iies  (Ui  i;é!)mélri(pies  du  prohll'ine  proposé,  el 
la  loi  de  ces  termes  donnera  re(pialioii  du  proldi'me.  C'esl  en  (pioi 
consiste  la  mélliode  (pi'on  peiil  app(der,  d'apri's  Newton,  iiiciIkkIc 
(les  séries,    pour   la    di>liiii:iier  de    la    nielliode   des   diUerences    ou   des 
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l'oïKiioiis  (l('iiv(Vs,  piir  I:h|1ic1I('  on  arrive  (liicclcmciit  à  ccUc  r'(|iiiitioii 
sans  le  circnil  des  sriics  cl  sans  cinpldvrr  d'anlrcs  Icrnics  (|nc  ceux 
<|ni  (loivcnl  y  cnlrcf,  ((unnir  on  le  voil  par  l'analvsc  du  n"  IS. 

2i.    H  est  à  reniaripiei',  au  res(e,  (|ih>  la  cons(incti(in  etnpidvée  par 
Newton   dans   sa  seconde  solution   nii-ne  ii   une   formule   senililaMe   ;i 

eelle  de  la  i)reinii_'re,  tine  nous  avons  l'oprésenlée  par  -  =  7—-^  et  (iiu' 
Il  I  I        y        '^.^1  I 

nous  avons  vue  n'être  pas  exacte,  mais  avec  cette  diU'érence  (pn'  la 
(jnantité  ï5,  au  lien  (Texprimer,  comme  dans  la  première  s(dnlion,  ii 
différence  des  flèches  (pii  répondent  ii  des  |)ortious  égalcsde  la  nn-mc 
tangente,  prises  de  part  et  d'antre  du  point  de  contact,  et  dont  les  par- 
ties correspondantes  d(!  l'axe  des  .r  sont  o  cl  —  o,  doit  expiimer,  au 
contrain',  la  difFérence  des  flèches  de  deux  tangentes  consécutives. 
prises  du  même  côté  et  répondantes  à  des  parties  de  l'axe  égales  ii  <>. 
Pour  avoir  ces  flèches,  Newton  représente  l'ordonnée  qui  répond  ii 
l'ahscisse  ,r  +  o  |>ar  la  série 

P  +  Qo-f  Ro-+ Sw^  +  .  . .  ; 

mais  il  les  détermine  parla  méthode  dillérenliidle.  en  prenant  la  diflè- 
rence  d'une  ordonnée  internnhliaire  et  de  la  demi-somme  des  deux  or- 
données adjacentes.  Ainsi,  en  considérant  les  trois  ordonnées  (|ui  re- 
pondent aux  ahscisses  x  —  o,  x,  x  +  o,  il  a  la  fli'che  Kn-,  ei  les 
ordonnées  qui  répondent  aux  ahscisses  .r,  .<■  -  o,  x  ^ -lo  donncnl  la 
lli'che  Ko- -f- '^So',  et  la  diflcrence  des  deux  fli-ches  est  ')S(/'.  Olle 
valeur  étant  prise  pour  (5,  et  faisant,  comme  dans  la  prcmii're  solnlion 
{ n"  1  !)  1,  0.  —  o  ^/i  -i-(y^,  y  =  Ro-,  on  a 

p  _  {Sv/Th-'cF 
y  -  -- 4R-^        ' 

expi'cssion  exacte,  comme  on  l'a  vu  plus  lianl. 

Suivant  nos  denominalions,  iors(pn'  x  devient  x  -t-  o,  >'  devient 

r  -\-  oy  -i ^ 1 H 


:î-(i 
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I,;i  paitic  lie  la  taniicnlo  qui  irpoiul  à  o  est  ovi  +  r'*:  c'ost  la  valeur 
lie  7..  I.a  |)arlie  interceptée  entre  la  tani^ente  et  la  courbe,  on  la  fli-clie, 

est   —^ 1 '~x '^    "'■>  '''•'^'  !■'  valeur  (le  y.  Ainsi  l'on  a,  dans  les  lieux 

solutions, 

a_  _  yl  +r"-^ 

'ty-  "~   "'j"- 

\  l'e^aril  de  r^.  dans  la  pieniii-re  solution,  c'est  la  difrérence  des  fli'ches 
(|ni  répondrni  ii  o  et  ii  — o,  hupudle  est  —i-, —  ;  mais,  dans  la  seconde 
s(dulion,  c'est  la  ilillerence  <les  tti-clies  qui  irpondcnl  \\  .v  et  [ix+o. 
Or,  ,r  devenant  .r +  o,v"  devient  v"+ov"-!-. ..  :  donc,  néi;lii;eant  leso'. 


la  M'i-unde  lli'clie  sera 


-)   et  la  dillérence  des  lll'clies  sera 


«■'}•'     ^.    ,    ,•.         ,1  aâ        âi/i-t-y-  ,  .,  1  1     >.        o-'y'" 

— ' — >nlistitnant  dans  ^ — -  =    "  .   .;.      la  nreinuTe  valcni' de  h=^—h-- 

nu  la  M'cundc   — ^— ,   on  a  les  deux  résultats 


doiil   Ir  pfcuiicr  esl  laiilifcl  le  scc(Uid  exact  (  n"  19^ 
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CHAPITRE  V. 


Dr  MOUVEMENT  D  l'X  CORPS  SUR  INE  SURFACE  DONNEE  OU  ASSUJETTI  A  DE  CERTAINES 
CONDITIONS.  DU  MOUVEMENT  DE  PLUSIEURS  COUPS  LIÉS  ENTRE  EUX.  DES  ÉQU.VTIONS 
DE  CONDITION  ENTRE  LES  COORDONNÉES  DE  CES  DIFFÉRENTS  CORPS,  ET  DE  LA 
MANIÈRE  d'en  DÉDUIRE  LES  FORCES  QUI  RÉSULTENT  DE  LEUR  ACTION  MUTUELLE. 
DÉMONSTRATION   GÉNÉRALE  DU  PRINCIPE   DES  VITESSES   VIRTUELLES. 


25.  Reprenons  les  formules  générales  du  n°  15,  et  supposons  que  la 
force  P  soit  dirigée  vers  un  point  ou  centre  déterminé  par  les  coordon- 
nées a,  b,  c\  si  Ton  nomme /j  la  distance  rectiligne  de  ce  cenire  au 
point  de  la  courbe  qui  répontl  aux  coordonnées  .r.  r,  ::,  ou  aura 


et  il  est  visible  que  .r  —  a,  y  —  b,  z  —  c  seront  les  projcclioiis  de  la 

1  ■  1  I  I  T  —  a     }■  —  Il     :  ~  c  , 

liiiuc  p  sur  les  axes  des  .r,  y,  :;;  doue  >  > seront  les 

'  ^  P  P  P 

cosinus  des  angles  que  la  ligne  p  fait  avec  ces  axes,  c'est-à-dire  des 
angles  /.,  ;./.,  v  que  la  direction  de  la  force  P  fait  avec  les  mènies  axes. 
Donc  les  termes  P  cos>>,  Pcos;^.,  Pcosv,  dus  à  la  force  P  dans  les  valeurs 

de  M.Z-",  Mv",  Mz",   iKuirroiit  être   rcitréseutés  i)ar   P' 1   P , 

_  "  '  ^  P  P 

P- :   ce   sont  les  forces  (lui  résultent   de   la    dcidniposilion    de    la 

force  P  suivant  les  directions  des  coordonnées  .r, -y,  c. 

Si  maintenant  ou  su|)pose/;  égale  à  une  constante  r/.  on  auia  re(|ua- 
tiou  d'une  splii're  dont  ^/ sera  le  rayon  et  dont  le  centre  sera  déterminé 
JX.  i.s 
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pur  les  coonldimccs  a.  h,  c,  et  !a  diroctinn  do  la  force  P  sera  perpendi- 
culaire à  la  surl'acc  de  cette  sphère.  Doiir  elle  sera  aussi  perpendicu- 
laire à  toute  autre  siirlace  (jui  |tasserait  par  le  uu'uie  |)oiuL  et  (|ui  serait 
laugeute  à  la  sphère. 

Représentons  par  /'i.r,  v,  z  i  =  o  l'éciuatioii  de  la  sphère 


y'(a-  —  rt)-+  (y —  b)-  +  [z  —  c)-  —  d  =^  o; 
on  aiii'a,  eu  pi'cuant  les  fondions  pi'inies, 

-j-=f{^),  -^^-^.fir\   -^=f^')' 

et,  comme  on  a  supposé />  =  f/,  il  est  clair  (|ih>  les  forces  dirigées  sui- 
vant .r,  y,  :  et  résultantes  de  la  force  V  seionl  exprimées  par  P/'(,.')' 

iy',.v).  p/'(=). 

2().   Si  l'on  a  une  surface  représentée  pai'  l'iMpialion 
V [X, y,  zj  =0, 

latjuelle  soit  tangente  de  la  sphère  dont  il  s'agit,  il  faudra,  par  ce  qu'on 
a  vu  dans  le  n"  40  de  la  deuxiiMue  Paitie,  que  les  trois  fonctions  primes 
F'(a.'),  F'(_y),  F'(i;)  de  cette  surfaee  siticnl  |)roporliounellcs  aux  forn-tions 
primes/'(^),y"(j),/'(s  ;  de  la  siiiTacc  de  la  sphère.  Donc,  si  la  force  P 
agit  perpendiculairement  à  celle  surface,  il  en  résultera,  suivant  les 
directions  de  .i,  v,  z,  trois  forces  pi'o|)()rliunnelles  à  PF'(,i-),  PF'(v), 
PF'(.). 

Or,  si  l'on  fait  ahstraction  de  la  fori'e  P,  et  qu'on  su|)|»ose  (jue  le 
corps  soit  forcé  de  se  mouvoir  sur  celle  surface,  il  est  clair  (juc  l'ac- 
tion, on  plutôt  la  résistaiire  (pie  la  surface  oppose  au  corps,  ne  peu! 
agir  que  dans  niu;  direction  perpendiculaire  à  la  surface;  doiu'  il  en 
résultera,  sur  le  iurps.des  forces  proportionnelles  aux  fondions  primes 
V'ix),  F'(v;,  V'{2)  de  ré(juation  F(.ï-,  v,  z)  =  o  de  la  surface. 

Donc  le  même  résultat  aura  lieu  aussi  si,  en  faisant  ahstraction  de 
la  surface,  on  considère  seulement  ré(|uation  F(./-,  v,  :)  =  o  comme 
une  é(|uation  de  coinlition  donnée  par  la  nature  de  la  question  niéca- 
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iii(|ii('  |)i'(i|)OS('(',  d'oii  l'on  peut  coiiclun'  ([lie  toute  coiiditioii  du  pro- 
hlèiMC  représentée'  par  l'écpiatioii  F(.r,  r,  s)  =  o  sera  é(|uivalente  a 
des  forces  proportiouiudles  aux  fonelions  primes  F'(.r),  F'(  vy,  Viz-j 
et  dirigées  suivant  les  coordonnées  .^■,y,  :■.  Ainsi,  en  prenant  un  coeili- 
cient  indéterminé  II,  il  l'amlra  ajouter  aux  valeurs  de  M.r",  Mv",  !\Ir' 
des  é(piations  du  n"  15  les  termes  IlF'(.r),  IlF'(r),  nF'(r  .  La  quantité 
inconnue  n  devra  être  éliminée,  mais  l'équation  qu'on  aura  de  moins 
par  cette  élimination  sera  remplacée  par  l'étpiation  de  condition 
Y{x,  y,  z)  =  o. 

On  peut  étendre  cette  conclusion  au  cas  où  il  y  aurait  deux  écpui- 
tious  (le  condition  représentées  par 

•    F{x,r,z]=^o     et    ^[x,  y,  z]  =  o; 

(dles  é(juivaudraient  à  des  forces  exprimées  pai' 

nF'.>]-+-M''$'(x\    nF'(j-)-!- Y$'(jl,     ^F'(r.)^-H■(t'■[^) 

et  dirigées  suivant  .r,  r.  ;.  qu'il  famlrait  ajouter  aux  valeurs  de  Ma:  . 
My,  Mz"  (n°  15i,  les  coetficients  II  et  W  étant  indéterminés  et  devant 
être  éliminés. 

27.  Jusqu'ici  nous  n'avons  considéré  qu'un  corps  isolé.  Soient  main- 
tenant deux  corps  M  et  N  attachés  aux  extrémités  d'un  fil  inextensible 
((ui  passe  sur  une  poulie  fixe.  Soient  ^,  v.  :;  les  coordonnées  du  corps  M  ; 
;,  r,  'C  celles  du  corps  N;  a,  h,  c  les  coordonnées  du  point  fixe  où  est 
placée  la  poulie,  et  d  la  longueur  donnée  du  fil;  il  est  clair  qu'on  aura 
l'écpiation 


)i [x  —  a]- -ir  [y  —  by-  +  [z  —  c]'^  -+-  Vi;  —  «)--+-  ("';  —  <')--!-  !?  -  t-)-  —  </  =  (>, 
(|U(!  nous  représenterons  par 

.f[^y  T'  ~-'  ly  ■"•  ?)  ="• 

Si  l'on  nomme  T  la  tension  du  fil  (jui  agit   également  sur  les  deux 
corps,  et  (|u'on  apidi([ue  ici  l'analyse  du  n"  25,  il  est  (  lair  (|ue  l'action 
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ilii  til  sur  les  tlcux  corps  produira  sur  le  corps  JI  les  foicos  T/'[x), 
T/'(v),  T/'(3)  suivant  .r,  )-,  z,  ol  sur  Ip  corps  N  les  forces  T/u). 
1/'{r,),  1/\X)  suivant  ses  coordonnées  ;,  ■r,,'C. 

II  on  serait  dp  mémo  si  le  fil  passait  sur  deux  poulies  fixes  dont  la 
position  dans  l'espace  fut  déterminée  par  les  coordonnées  «,  h,  c  pour 
la  première,  et  par  x,  p,  y  pour  la  seconde.  Alors,  en  désignant  par  r/ 
la  lon.mieur  totale  du  fil,  moins  la  partie  interceptée  entre  les  deux 
|M)iilies,  (jui  est  aussi  donnée,  réqualion  de  l'inexteiisihilité  du  (il  don- 
nerait 


et,  en  représentant  cette  équation  par 

fi^,)-'  2.  ;.  ■'î.  K]=P, 

on  aurait  pareillement  Tf'{x),  Ty'(j),  'ïf\z)  pour  les  forces  qui  ti- 
reraient le  corps  >I  suivant  les  coordonnées  jj.j,  z,  et  Tf'[c),  T/'[r,), 
T/'(^)  pour  celles  qui  tireraient  le  corps  N  suivant  les  coordonnées  l. 

Enfin,  si  l'on  supposait  que  le  fil  auquel  est  attaché  le  corps  M,  après 
avoir  passé  sur  la  première  poulie  fixe,  repassât  sur  le  même  corps  M 
et  de  là  sur  la  même  poulie,  et  de  nouveau  sur  le  corps  et  sur  la  pou- 
lie à  plusieurs  reprises,  de  manière  qu'il  y  eût  m  cordons  entre  le 
corps  et  la  poulie;  qu'ensuite  le  fil,  en  quittant  cette  poulie,  passât 
sur  la  seconde  poulie  fixe  et  de  là  sur  le  corps  N,  en  faisant  aussi 
plusieurs  tours  entre  ce  corps  et  la  même  poulie  avant  d'être  attaché 
fixement  au  corps  N,  de  manière  qu'il  y  eût  n  cordons  entre  ce  corps  et 
la  poulie;  comme  la  tension  T  est  la  même  dans  toute  i'étendin'  du 
lil,  le  corps  M,  étant  tiré  par  m  cordons,  serait  tiré  vers  la  prcniii're 
poulie  par  une  force  égale  à  mJ,  et  le  corps  N  serait  tiré  vers  la  se- 
(•(»nde  poulie  par  une  force  égale  à  «N.  Or  il  est  clair  que  dans  ce  cas 
ré(|uation  cjui  renferme  la  condition  de  l'inextensibilité  du  fil  serait 


m  \J  X  —  (if^  -h  (y—  by-'  -h  [z  —  c ,-  +  n^[E,  —  x'j-  +  rn  —  ^  y- -+■  (Ç  —  y  y- 
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en  désignant  toujours  pai'</  la  longueur  totale  du  fil,  moins  la  longueur 
interceptée  entre  les  deux  poulies  et  il  est  facile  de  voir  (ju'en  repré- 
sentant cette  é(|uation  par 

f[x,y,  z,  l,  n,  'Ç)  =  o, 

on  aurait  aussi,  pour  les  forces  qui  tireraient  le  corps  ^I  suivante-,  y. 
:;  et  le  corps  N  suivant  l,  r„  'Ç,  les  mêmes  expressions  que  ci-dessus  : 
T/'(^),  T/'(r),  T/'(  =  ),  T/'(;),  T/(r,),  T/fC;. 

Si  l'on  suppose  que  P  et  Q  soient  les  forces  qui  tirent  les  corps  31  et 
N  vers  les  deux  poulies  fixes,  on  aura  P=mT  et  Q  =  nT;  donc,  puisque 
m  et  n  doivent  être  des  nombres  entiers,  si  les  quantités  P  et  Q  sont 
commensurahles,  il  faudra  prendre  T  pour  leur  commune  mesure; 
mais,  quelles  que  soient  les  forces  P  et  Q,  on  peut  toujours  les  repré- 
senter par  ml  et  nJ,  en  prenant,  dans  le  cas  où  elles  seraient  incom- 
mensurables, les  nond>res  m  et  n  très-grands  et  la  quantité  T  infini- 
ment petite,  et  les  forces  qui  tirent  les  corps  .M  et  N  suivant  leurs 
coordonnées  r,  y,  z,  l,  r.  C  seront  toujours  proportionnelles  aux  fonc- 
tions primes  de  la  même  é({uation  de  condition  relatives  à  ces  coor- 
données. 

28.  Maintenant,  si  au  lieu  de  l'équation  de  condition 

f(x,r,  2,  ?,  ■/!,  K)  =o, 

dépendante  de  l'inextensibilité  du  fil,  on  a  une  autre  équation  ([uel- 

conque  entre  les  mêmes  coordonnées  œ,  y,  z,  l,  r,,  Z,  des  deux  corps, 

représentée  par 

F[x,  j;  z,  ^,  ■(],  'Ç]  =  o, 

on  peut,  en  regardant  les  constantes  ([ui  entrent  dans  la  première  de 
ces  équations  comme  arbitraires,  Aiire  coïncider  non-seulement  les 
é(juations  mêmes,  mais  encore  toutes  leurs  fonctions  primes  pour  des 
valeurs' données  des  variables  .r,  v,  :;,  ç,  r,,  Z;  de  cette  manière,  les 
deux  équations  deviendront  comme  tangentes  l'une  de  l'autre,  par  la 
théorie  des  coiitacls  (pie  nous  avons  doniu'c  dans  la  deuxii'nie  Parlic, 
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(M.  (|ii(>lli'  que  soit  la  liaison  des  deux  ((trps  (|iii  est  re|)rt'senU'('  par 

r('t|iiali()ii 

F  Jt\  )■,  3,  ;,  /, ,  ?    =  o, 

clic  (Icviciidia  C(juivalciilc  ;»  celle  d'uii  lil  qui  |>ass(>  |»ai  deux  j)()iilies. 
On  [louirait  croire  (inc,  j)nis(|nc  liMiualion  de  condition 


\  [.r  —  ay--i-[X  —■  f>]-  -h  [z  —  c]-+  ^/[z  —  X'--h[-n  —  ^y-  +  (Ç  —  y)-—  d  =^  o, 

|)onr  nn  lil  sinq)le  (|ni  passe  sur  deux  poulies  fixes,  renf'crnie  s<qit  c(ni- 
slantcs  aihitraircs,  elle  |)enl  tonioui's  avoir  un  conlai'l  du  pi'eniu'i' 
ordre  avec  une  ('(pialion  quelcon(|ue,  puisque  ce  contact  ne  demande 
(|ue  sept  conditions;  mais,  eu  représentant  cette  ocjuation  par 

/■  j-,  y,  ;,;,•/;,  ï^  ^=  o  ' 

et   prenant  ses  l'otutions  dérivées,  il  est  visible  (pion  a 

il<'  sorte  (pi'on  ne  pourrait  j)lus  satisfaire  ou  général  aux  conditions  du 

contact  : 

f\x]^F'{x:,    f'ir)  =  ¥'[}•],   f'iz]  =  ¥'{z], 

/'i?:'=F'(?n    /'(•/,)  =  F'(„i,    /(Ç)  =  F'(Ç). 
(let  inconvénient  disparait  eu  prenant  » 


III  \/  ix  —  aV-  +  [y  —  b ]-  -^  I  :  —  c'<-  -^  n  \/ 1 1  —  xY-  -^  (r,  —  ^'f  -i- ['Ç  —  y  ]-  —  d  =  o 

pourré(|uatiou  de  condition  du  lil  multiple,  à  cause  des  nouveaux  coef- 

ticieuts  indéterminés  m  et  // ,  et  l'on  peut  dire  que  ré(|uation  de  cim- 

dition  d??nnée 

F  X,  y,  :,  '■,  c,  ï=  o 

produit  sur  les  coi'ps  M  et  N  les  mêmes  lorces  ([uc  le  lil. 

Ou  tire  de  lii  r'cttc  conclusion  (|m',  dans  un  système  de  deux  corps 
dont  la  liaison  dépend  de  l'equalion 

!•'  •^'-r-  -•  -!'  '^"  ?i  =o. 
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leur  action  mutuelle  produit  sur  l'un  des  corps  les  forces  nF'(.ri, 
nF'(y),  nF'(s)  suivant  les  trois  coordonnées  rectangles  a-,  v,  z,  et  sur 
l'autre  corps  les  forces  IlF'(ç),  UV'{r,),  nF'("Cj  suivant  les  coordonnées 
rectangles  £,  r,,  'Ç,  Il  étant  un  cocnicicnt  indéleiniiné. 

29.  Si  le  système  était  composé  de  trois  corps  ayant  pour  coordon- 
nées rectangles  .r,  v,  ;.  ;,  r,  "C.  x,  y,  z,  on  trouverait,  par  un  pareil 
raisonnement,  (jue  toute  é<piation  entre  ces  coordonnées  dépendante 
de  la  liaison  des  corps  et  représentée  par 

V  ,x,y,  z,  i,  vî,  Ç,  \,  y,  z)  =:  o 

donnerait  pour  le  premier  corps  les  forces  nF'(a:),  nF'(y),  nF'(s)  sui- 
vant .r,  r,  z,  pour  le  second  corps  les  forces  II  F'(^),  Il  F'(7)),  n  F'(^! 
suivant  l,  r,,  'C,,  et  pour  le  troisième  les  forces  llF'(x),  Il  V'(y),  nF'(z) 
suivant  x,  v,  z,  et  ainsi  de  suite  si  le  système  était  composé  d'un  plus 
grand  nombre  de  corps.  En  effet,  quel  que  soit  le  nombre  des  corps 
et  quelle  que  soit  leur  liaison,  elle  ne  peut  produire  sur  cliaque  cor]»s 
qu'une  force  déterminée  suivant  une  certaine  direction;  or  toutes  ces 
forces  peuvent  être  aussi  produites  par  la  tension  d'un  même  til  qui 
passerait  successivement  et  à  plusieurs  reprises  sur  les  mêmes  corps 
et  sur  des  poulies  tixes. 

Enfin,  s'il  y  avait  entre  les  mêmes  coordonnées  une  seconde  é(pni- 
tion  de  condition  représentée  par 

^[x,  y,  z,  ;,  r,,  'C,  X,  y,  z  i  =  o, 

il  en  résulterait  d'autres  forces  exprimées  par.*F(I>'(a;),  ^^il>'(j),  I'"'î>'(- 
pour  le  premier  corps,  par  W<^'{\),  W^'{ri),  W'\^'((,)  pour  le  second 
corps  et  par  W  ^'(x),  W  <I''(y),  T<]>'(z)  pour  le  troisième,  et  suivant  les 
directions  des  mêmes  coordonnées,  le  coeflicient  4'  étaiil  indéterminé 
comme  le  coeincient  II;  et  ainsi  de  suite  s'il  y  ;ivail  un  plus  grand 
uond)re  d'é([uations  de  condition. 

30.  On  doit  concinre  de  là,  en  général,  (jue  les  forces  (|ui  penvcnl 
résulter  de  l'action  mutu(dle  des  corps  d'un  système  donne  se  tléduisenl 
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tlirectcmont  dos  équations  de  condition  qui  doivent  avoir  lieu  entre  les 
coordonnées  des  dilTérents  corps  du  système,  en  prenant  les  fonctions 
primes  des  fonctions  qui  sont  nulles  en  vertu  de  ces  équations.  Les 
fonctions  primes  de  la  même  fonction,  prises  par  rapport  aux  dillé- 
rentes  coordonnées,  sont  toujours  proportionnelles  aux  forces  qui 
agissent  suivant  ces  coordonnées,  et  (jui  dépendeiil  de  la  condition 
exprimée  par  celte  fonction. 

J'étais  déjà  arrivé  à  un  résultat  senihlalile  dans  la  Mccaniqtic  analy- 
tique, en  partant  du  principe  général  des  vitesses  virtuelles,  et,  en 
elfet,  ce  principe  est  renfermé  dans  le  résultat  que  nous  venons  de 
trouver;  car  il  est  évident  que,  si  plusieurs  forces  appliquées  à  un  sys- 
tème de  corps  sont  en  équilibre,  elles  doivent  être  égales  et  directe- 
ment opposées  à  celles  qui  résultent  de  leur  action  mutuelle. 

Soient  A',  J',  Z  les  forces  appliquées  à  l'undes  corps  suivant  les  di- 
rections des  coordonnées  oc, y,  z  prolongées,  2,  V,  2  les  forces  appli- 
(|uées  à  un  autre  corps  suivant  le  prolongement  de  ses  coordonnées  ç, 
r,,  'Ç,  et  X,  Y,  Z  les  forces  appliquées  à  un  troisième  corps  suivant  le 
prolongement  de  ses  coordonnées  x,  y,  z;  on  aura,  par  ce  (|M'on  vient 
de  démontrer, 

x=n¥'{x]  +  ^f^'[x),   F=nF'())^w^'[r),   z=nF(z)-t-¥(i)'(2), 

Z  =  nF'(^)-i-YO'(Ç),    Y  =  nF'(-/))-f-4'<I>'(-/)),    2  =  nF'(Ç) -4- ¥<!>'(?), 
X  =  nF'(x)-t-»F*'(x),     Y  =  nF'(y)-+-*F<l>'(y),     Z  =nV'{7.]  +  W^'{z), 

ri  de  là  on  tirera  immédiatement 

A'x'4-  J>-'-;-Zz'-+-Z;'+-T-/j'+2?'H-Xx'-i- Yy'+Zz' 
~nF[x,r,  z,  l_,r,/i,  \,  y,  z)'!|-  ¥(î>(ar,7,  z,  \,r.,l_,\,  v,  z]'. 

Le  second  niendire  de  cette  équation  est  évideinrMcnt  nul,  en  vertu  des 
équations  de  condition,  puisque  les  quantités  indéterminées  II,  T  se 
trouvejit  multipliées  par  les  fonctions  primes  de  ces  équations;  donc 
1)1)  aura 

AV-{-  Yy  +Zz'  +  Zi'-H  Y-/;'-<-ir-t-  Xx'h-  Vy'-t-Zz'  — o, 

équation  générale  du  principe  des  vitesses  virtuelles  pour  l'éiinilibre 
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des  forces  A',  }',  Z,  Z,  V,  1,  X,  Y,  Z,  dans  laquelle  les  foiutions  primes 
a-',  v',  z',  ;',  ...  expriment  les  vitesses  virtuelles  des  points  anxciuels 
sont  appliquées  les  forces  A',  }',  Z,  Z estimées  suivant  les  direc- 
tions de  ces  forces.  [Voir  la  premii're  Pai  lie  de  la  Mécanit/iic  analy- 
tique (*)]. 

Au  reste,  on  ne  doit  pas  être  surpris  de  voir  le  prin(i[M'  des  vitesses 
virtuelles  devenir  une  conséquence  naturelle  des  ioiinules  qui  ex- 
priment les  forces  d'après  les  équations  de  condition,  puiscjuc  la  con- 
sidération d'un  iil  (lui  par  sa  tension  imiCoinie  ai;it  sur  tous  les  corps 
et  y  produit  des  forces  données  suliit  pour  conduire  à  une  démonstra- 
tion directe  et  générale  de  ce  principe,  comme  je  l'ai  fait  voir  dans  la 
seconde  édition  de  l'Ouvrage  cité. 

(*l   OEiivres  île  Lagrans;e,  t.  XI. 


IX. 
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CHAPITRE  VI. 

i)i;  i.A  1.01  Dr  Morvr.Mr.NT  nu  cF.NTur.  dk  or.wni:.  de  l.v  i.di  dis  aii;i:s  dans  i.a 

r.OTAÏION    AlTOrU    d'i'N   AXK   fixe,    ou    d'fN    seul    point    IIXK,    or   Al  TOI  I!    Dr 
CEXTKE  DE  CUAVITÉ  DANS   LES  SYSTÈMES  LinHES. 


31.  Nous  venons  de  doimcr  la  niaiiii-ic  de  di'torniiiu'r  les  forces  (|iii 
peuvent  résulter  de  l'action  mulnelle  des  corps  dans  un  sysli'me  (juel- 
c(»n(|Ui'  et  (|iii  doivent  être  ajoutées  aux  antres  forces,  dans  les  é(|na- 
lions  du  n"  15,  pour  avoir  les  é(|ualions  coinpii'tes  du  niouveinent  du 
sysli'me.  Quoi(|ue  les  équations  île  condition 

F'j-,  r,  s,  ;,  "/;,  Ç,  .  .  .;  =  o,     <l'|\r,  )•,  ;.  4,  /;,  Ç,  .  .  .  ]  —  o,    .... 

(jiii  (Knincnl  naissance  à  ces  forces,  (lé|)eiidenl  des  circonstances  parti- 
culières (\i-  clia(|iic  problème,  il  y  a  néanmoins  des  cas  ij;énéraii\  (pii 
méritent  d'être  examinés,  parce  (pi'ils  (ilIVent  des  résultats  rcmai- 
([uables. 

Le  premier  de  ces  cas  est  celui  (u'i  les  conditions  du  systl'inc  sont 
indépendantes  de  l'orii^ine  des  ahscis.ses  .r,  ;.  .  .  .  et  où  les  fonctions 
désignées  par  les  caraclérisli((ues  F,  '1'.  . . .  ne  contiennent  (|iie  les  dif- 
férences ;  —  x,\  ■  -  .1-,  . . .  des  abscisses.  Alors  il  est  évident  (|iic,  si  l'on 
augmente  chacune  des  variables  j^-,  £,  ...d'une  même  (juantilé /,  celle 
(|uanlité  disparaîtra  d'tdle-méme  des  fondions  dont  il  s'agit.  Or,  en 
Mibstituaiil  .r  4- «,  ; -1- /,  ...  ii  la  place  de  .»■ ,  ;,  ...  dans  la  loiicli(Mi 
V[i\  y,  z,  i,  y,,  i,  . . .),  elle  devient,  par  le  développenieiil. 

Fi>,r,  3,  ;,•/!,  V,  -r  i[V\x)  -r-  V  [l]  -t-...J  +    ... 
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Duiir  011  aura  nécessairement  l'équation  tlii  premier  ordre 

Un  liduvera,  de  la  même  manii're, 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  le  système  n'est  soumis  à  d'autres  (orces  (jue  c(dles  ([iii 
peuvent  résulter  de  l'action  mutuelle  des  corps,  les  écjuations  du  mou- 
vement relatives  aux  coordonnées  a-,  :,  ...  seront  de  la  forme  (  n"  15] 

Mx"—  n  F  (x)  -+-  W (i>'[x)  4-   . . , 
Nï"  =  nF'(?.)-4-M'<î>'[ï)-^--., 

Donc,  ajoutant  ces  équations  ensemble,  on  aura  simplement 

Mx"  +  Nï"  +  . .    =  o, 

équation  indépendante  des  conditions  du  système. 
Cette  équation  a  l'équation  primitive 

Mx'  +  N;'  +  .  . .  =  r7, 
et  celle-ci  a  encore  léquation  primitive 

M  X  -I-  N  :  + .  .  .  =  fl<  -1-  6, 

a  et  h  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ainsi  l'on  a  tout  de  suite,  dans  ce  cas,  une  ndation  entre  les  ditlé- 
rentés  abscisses  ,i',  ç,  .... 

Il  est  facile  de  voir  que  le  casdoni  il  s'ai;it  aura  lieu  dans  tout  sys- 
tème enlitTcinent  libre  de  se  mouvoir  dans  la  direclioii  de  l'axe  des 
abscisses,  quelle  que  soit  l'action  que  les  corps  peuvent  exercer  les  uns 
sur  les  aiHres.  Car  alors,  relativement  à  cet  axe,  les  conditions  du  sys- 
ti'me  ne  pourront  dépemlre  (juc  de  la  position  respective  des  corps,  et 
nullement  de   leur  position  jtar  rapport  ;i  l'oi'iiiine  des  abscisses;  par 
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(■onsô(|uont,  les  i'qu.ilions  (|ui  exprimeront  ces  conditions  no  pouiionl 
contenir  ([uc  les  diflérences  .v~l,  ...  des  abscisses.  Et,  si  les  corps 
excn-enl  les  uns  sur  les  autres  des  attrnctioiis  on  îles  répulsions  niu- 
Inelles,  comme  les  ("onctions  l"\a:-,  v,  ;;,;,...)  dues  à  ces  forces  ne  dé- 
pendent que  des  dislances  \  (.r  —  ç)- -+-(/  — r,)*-i-(c —  ?iV-,  ... .  ces 
jonctions  auront  aussi  la  même  propriété. 

Donc,  lors(|ue  le  mouvement  du  sysli'me  sei'a  tout  ;i  fait  lilirc  suivanl 
la  (lii'cction  de  Taxe  des  .r,  de  (|uel(iuc  niaiiil're  (juc  les  corps  ai;'issenl 
les  uns  sur  les  autres,  soit  par  des  forces  quelconques  de  lésistance,  ou 
par  des  forces  d'attraction  ou  de  répulsion  mutuelle,  ré(|uation  précé- 
dente entre  les  abscisses  X.  ;.  ...  i\v>  dilicrciits  corps  aura  toujours 
lieu. 

Si  l'on  pi'cnd  dans  le  sysli'me  un  pninl  (|iii  if|i()iidc  ii  l'ahscissc  X, 
tidie  que  r(Ui  ail 


Al  +  iN  -+-  . . . 

ou  aura 

\'   ^  o,     ei  de  là     \' r^  n,     \r=at, 

en  su|)jiosaiil  (|ui'  resjiace  X  soit  nul  an  <omnieni('iiieiil  du  Icnqis. 
Ainsi,  le  moiivcMicnl  <\i'  ce  |)(iinl  suivant  la  direction  de  l'axe  des  .r  sera 
iinirorrne  avec  la  vitesse  conslanle  a. 

32.   Si,  dans  le  même  système,  on  suppose  (|ue  les  coi-ps  M,  N,  ... 
soient  de  plus  animés  par  des  forces  quelconques  P,  Q,   ...   dirigées 

suivant  l'axe  des  .r  et  tendant  à  aniiuienter  les  ,r,  c il  faudra,  dans 

ce  cas,  ajouter  respectivement  les  (piantilés  P,  Q,  ...  aux  valeurs  de 
.M.r",  Ni",  ....  ce  qui  donnera  les  équations 

M  x"  ^  V  -r-  II I"   0.-   -i-  H  «l'a;   -,-..., 

NT  =  Q  -4-  n  F';  ^;  -f-  w^'iî]  -,-..., 


dont  la  somme  sera 

Mi"-+-  N;"-(- . . .  —  p -)-  0  -f- . . . , 
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ft,  si  l'on  snlistituo  pour  Ma- +  Nç  + . . .  la  (luantité  (>r -t-N-f- . . .  X, 

on  iuiia 

(M -+- N -i- . . .)  X"--r:  P -f- Q -f- . . . , 

équation  <]ui  roprésento  le  mouvement  rectiligne  suivant  l'axe  des  r 
d'un  coi'ps  dont  la  masse  serait  M-i->i -i-  ...  et  qui  serait  animé  par  une 

force  égale  à  P  +  Q  -f- 

D'où  l'on  peut  conclure  que  le  point  du  système  qui  répond  à  l'al)- 
scisse  X  aura,  dans  la  direction  de  l'axe  des  x,  le  même  mouvement 
(ju'il  aurait  si  tous  les  corps  du  système  étaient  concentrés  dans  ce 
point  et  que  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  les  corps  dans  la  direc- 
tion A\\  même  axe  lui  fussent  appliquées. 

33.  Si  le  système  est  libre  à  la  fois  relativement  à  l'axe  des  x  et  à 
celui  des  r,  il  est  visible  que  les  mêmes  résultats  auront  lieu  pour  les 
mouvements  suivant  ces  deux  axes,  et,  si  le  système  est  absolument 
libre  dans  tous  les  sens,  alors  les  mêmes  résultats  auront  lieu  par  rap- 
port aux  trois  axes;  et  l'on  en  pourra  conclure  que,  si  l'on  prend  dans 
le  système  un  point  <|ui  réponde  aux  cooi'données  X,  Y,  Z,  tidics  ([ut- 
l'on  ait 


Yz= 


M  H-  iN  -H  . . . 

ce  poinl,  lors(ine  le  svsiènic  n'est  animé  par  aucune  force  extér-ieure. 
se  mouvra  uniformément  en  ligne  droite,  et  que,  si  les  dilTérents 
corps  du  svstJ'me  sont  animés  par  des  forces  quelconques,  le  même 
poinl  se  monvia  comme  si  tous  les  corps  y  étaient  concentrés  et  que 
toutes  les  forces  v  fnssent  appliquées  cbacune  suivant  sa  direction 
propnv 

l.c   poinl  dont    il   s'agit  est  connu,  en  Méeani(|ne.  smis   le   nom   de 
centre  de  i^ravilc,  et  la  proposition  (pie  nous  venons  de  démontrer  s'é- 


M 

+ 

X-+-    .. 

M)- 

-+- 

X-/;+... 

M 

-\- 

N  H-  .  .  . 

M  s 

+ 

XÇ -(-... 
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iKiiiccdidiiKiiiciiicnt  ainsi  :  L'état  de  mouvement  ou  de  repos  du  rentre 
de  liiavitc  de  plusieurs  corps  ne  eiiani;e  point  par  Taetion  mutuelle  des 
corps  entre  eux,  pourvu  que  le  système  soit  enlièrenu'Ut  libre;  c'est 
ce  (|ui  constitue  la  loi  de  h  conservation  du  mouvement  du  centre  de  ^ra- 
ate. 

Il  est  bon  de  lemarquer  que  cette  loi  a  lieu  aussi  lorsque,  par  la 
rencontre  et  l'action  mutuelle  des  corps,  il  survient  des  cbanii;emenls 
lirusiiucs  dans  leurs  mouvements,  car  on  peut  rei;arder  ces  cbani^c- 
mcnts  comme  produits  par  l'action  de  ressorts  interposés  entre  les 
ciups  (|ui  se  cboquent,  et  dont  la  durée  est  pres(|ue  momentanée.  C'est 
ainsi  (|nc  l'on  peut  envisager  les'cbani^emcnts  ([ui  arrivent  dans  le  cboc 
des  corps  durs,  et  c'est  par  cette  raison  ijuc  le  mouvement  du  centre  de 
i^ravité  n'est  point  altéré  dans  ces  cbangements. 

.'J4.  On  rapporte  communément  le  centre  de  gravité  de  plusieurs 
corps  à  trois  axes  fixes,  par  le  moyen  des  coordonnées  X,  Y,  Z,  données 
ci-des>ns;  si  l'cui  voulait  le  rapporter  à  des  points  déterminés,  alors, 
mimmant  ti,  b,  c  les  trois  coordonnées  d'un  de  ces  [toinls  et  d  \\\  dis- 
lance du  centre  de  gravité  à  ce  point,  on  aurait 

=  X-  -I- Y-  -T-  Z-  —  2flX  —  -j/'Y  —  ic/.  +  (i-  ■+-  h-  -+-  c'-. 

Or',  si  l'on  lait  le  carré  de  la  (|uantité  ^{x  +  Nç  -I-  . . .  ,  il  est  facile  de 
\iiir  (|u'on  peut  le  mettre  sous  la  foi'ine 

(M4-N  +..)  (M  JT^-t- NT- -!-...) -MN(x-£)2 -....; 
(|(Hii'  nu  auia     uuméi'o  précédent) 


X^'^ 


M-(-N-(-...  (M -H  N -H. .  .)- 


'I  de  li 


..        „      M(.r  — a)2-i-N(ç  — rt)2  +  ..  . 


MN(x-n2. 


M-1-N  +  ...  (M-t-N 
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On  trouvera  de  mémo 

M  4- N -+-...  (M  +  N+...)^   ' 

ot  pareillement 

Z-  —  2CZ  -(-  t-  = ^ ^ ■ ■ 


Si  l'on  fait  ces  substitutions  dans  l'expression  précéileiite  de  <■/-,  et 

que  l'on  désigne,  pour  abréger,  par  A  la  somme  des  masses  M,  N 

multipliées  chacune  par  le  carré  de  sa  distance  au  point  donné,  cette 
somme  étant  de  plus  divisée  par  la  somme  des  masses;  et  que  l'on  dé- 
signe aussi  par  B  la  somme  des  produits  des  masses  prises  deux  à  deux 
et  multipliées  par  le  carré  de- leurs  distances  respectives,  cette  somme 
étant  divisé.e  par  le  carré  de  la  somme  des  masses,  on  aura 

<■/-=  A  —  n,     el  par  conséquent     f/  =  \  A  —  H. 

Ainsi,  coninie  la  quantité  B  ne  dépend  que  de  la  posilion  respective 
des  corps,  si  l'on  détermine  les  valeurs  de  A  par  rapport  à  trois  points 
différents,  pris  dans  le  système  ou  hors  du  système,  à  volonté,  on  aura 
les  distances  du  centre  de  gravité  à  ces  points,  et  par  conséquent  sa 
position  absolue.  Si  les  corps  étaient  tous  dans  le  même  plan,  il  sui'ti- 
rait  de  considérer  deux  points,  et  il  n'en  faudrait  qu'un  seul  si  tous 
les  corps  étaient  dans  une  même  ligne  droite.  En  prenant  les  trois 
points  donnés'dans  les  corps  mêmes  du  système,  la  position  du  centre 
de  gravité  sera  donnée  sinqilenient  par  les  masses  et  par  leurs  dislances 
respectives.  Comme  cette  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité  est 
peu  connue,  j'ai  cru  jniuvoir  la  donner  ici,  ii  cause  de  l'iitilile  linnl  elle 
peut  être  dans  plusieurs  occasions. 

35.  Le  second  cas  est  celui  oii  les  conditions  du  systi'uu>  sont  indé- 
pendantes de  la  direction  des  axes  des  .r  et  v  sur  le  plan  de  ces  coor- 
données, en  sorte  qu'en  faisant  tourner  ces  axes  autour  de  l'axe  des  ; 
d'un  angle  (|ucle(iu(nu'  /.  ce  (|ni   eliangcra   les  abscisses  a\l,  ...    en 
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a-oos/— ysiin',  icos/ —  r,  sin/,  ...  et  les  onlonnéos  y,  r,  ...  on 
vcos/ 4- .r  sin/,  r  cost -H  ;  sin/,  ....  los  loiuiions  l't'jti'osciitécs  piii'  les 
faraclri'islicjut's  F,  <1',  ...  ne  varient  point  par  ees  chatiiietnents,  (|nel 
(|ue  .soit  l'angle  /.  Il  est  l'aeile  de  voir  (|ne  eetto  propriété  aura  lien,  en 
j,'énéral,  dans  tonte  fonction  des  quantités  x--hy-,  c,-  -h  rr,  .vl  -hyr,, 

.rr  —yl 

Si  l'on  l'ait,  dans  ce  eas, 

a  =::=x,'cos/ —  i)  —  jsin/,     b  =y[co?ii  —  i) +xsmi,     ..., 
a=^;(cos/ — i)  —  visin/,     (3:=y)(r()s/  —  i)-t-^sin/,     .... 

il  faudra  (jn'en  substituant  à  la  fois  dans  ces  fonctions  j"  + «,  v  +  ^, 
ç  -î-  -/.  r,  -f-  'i,  . . .  à  la  place  de  x,  y,  ;,  r,,  .  . . ,  et  développant  suivant 
les  puissances  de  /,  la  somme  des  termes  affectés  d'une  même  puis- 
sance soit  nulle.  Or,  par  ces  substitutions  et  par  le  dév'eloppement 
suivant  les  puissances  de  a,  h,  a,  [i,  ...,  la  fonction  \'[x,y,  ;,  ç,  ...) 
dcxicnl 

V.x,Y,  z,  l, ...)  -4-  a  F'(x)  +  b  Y[y]  -+-  a  F'($)  -f-  (3  F'(-/,)  +  ...  +  -  F"(x)  +  . . . . 
.Mais  on  a 


donc  les  ternies  allée  tés  de  idans  la  fonnnle  précédente  seront 

/[-rF'i>l  +:cF'(j>-)  --/iF'lï)  4-  ï  F'(-/))  -...]; 

|)ar  conséquent  on  aura,  pour  la  fonction  \'[x,y,  ...),  l'éiiuation  de 

('(Uidition 

.rF'(j)-jF'(j7)-t-|F'(ï))--/;F'(|)+.    .  =  o. 

On   trouvera  de  la   même    manii-re,   pour   la  fonction  <l>(.r,  y,  .. .), 
l'équation 

•^''■'ir)  -r^'\x)  -4- ;<!>'(•/■/ )  —  -/i'i''(c;)  +  ...  —  o, 

et  ainsi  des  antres. 
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36.  Maintenant,  si  les  corps  du  système  n'éprouvent  d'autres  actions 
(|ue  celles  qui  peuvent  résulter  de  leui-  liaison  nuituelle,  les  équations 
du  mouvement  relatives  aux  coordonnées  .v,y,  ;,  r,,  ...  seront  de  cette 
forme    n"'  26  et  30 ;  : 

Ux"='n.¥'{x]  -hMr'$'^x)  -t-..., 
M.r"=  II  F'(j)  +  W 0'(j]  + . .  . , 

^4"  =  ^F■(ï)  +  T<I)'U)  +  ...,  • 

N-/;"=nF'(-/i)  +  T(I)'(-/,  )+..., 


Donc,  si  l'on  ajoute  la  seconde  de  ces  équations  multipliée  para-,  la 

(piatrième  multipliée  par  E,  et  ainsi  de  suite,  et  qu'on  en  retranche  la 

première  multipliée   par    v.   la   troisième  multipliée   par  r,  etc.,  ou 

aura,  en  vertu  des  é(|uations  de  condition  trouvées  ci-dessus,  l'écpia- 

tion 

M  [xj-"  —  J'x")  -h  N  ;r/î" —  r,ï,")  — .  .  .  =  o, 

qui  est  aussi,  comme  l'on  voit,  indépendante   des  conditions  du  sys- 
ti'ine. 

I]n  prenant  sou  équation  primitive,  on  aura 

M  I  xy  —  yx'  ]  -^^['ir,'  —  -rif^  )  +  .  .  .  ~-  i\, 

C.  étant  une  constante  arbitraire.  Ainsi  l'on  a  tout  de  suite  une  é(|uation 

du  premier  ordre  entre  les  coordonnées  -r,  v,  ç,  %,  ...  des  dillerenls 

(•or|)s. 

()|.  ,rv'—  y.r'=  .rv'-f-  y.i' —  ai'.x':  mais  .rv'+  v.r'  est  la  t'onclioii  prime 

de  £cv,  c'est-à-dire  du    double  de  l'aire  du   triani;le  rectani^le  dont    r 

est  la  base  et  v  la  bauteur.  et  v.r'  est  la  fonction  prime  de  l'aire  de  la 

,,  ,      .  ■•      1  1  X)'—  rx' 

courbe  conqtrise  entre  1  abscisse  x  et  I  ordonnée  v;  donc  - — ^ —  sera 

la  lonction  i»rime  île   la  différence  du  triangle  et  de  l'aire  dont  nou.s 

parlons,  et   il  est  facile  de  voir  (jue  cette  diirérence  est.   en   général. 

égale  il    l'espace   compris   entre    la   courbe  dont  ,r  et  v  sont  les  coor- 

IX.  5o 
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iloniioes,  cl  la  (Iniilo  iiicnoo  de  l'origiiio  «le  ces  ooordoniircs  ii  la 
(•(Uirl)c,  (•'(•st-;i-(lii(>  à  l'aire  du  scclfiii'  déciit  par  oi-llc  iiièmc  di'oilf, 
(|ir<Mi  iionmic  rayon  vecteur. 

Aiii>i,  mminiaiit  A  cotte  aire,  on  aura 

xy'  —  j-jr':^  i A', 

et,  nommant  de  même  y.  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  à  la 
courbe  dont  l  etr  sont  les  coordonnées,  on  aura  pareillement 

tn' —  v;r=  "ic' , 

el  ainsi  des  antres.  De  cette  manii'i'O,  ré([uation  précédente  deviendra 

■2  M  A' +  2  N  a' -1- . . .  —  C  ; 

l'I,  comme  les  fouctiiins  |)rimes  se  rapporleni  ici  au  temps  /,  oti  auia 
ceth'  éi|ualiiiii  primitive, 

MA  +  \a -+-...  =  i(:^+  I), 

I)  étant  nue  ((instante  arbitraire,  (|ui  sera  nulle  si  l'on  faitcommencer  les 
aires  A,  y..  ...  au  ((uiimencement  du  lem|»s  /.  Alors  la  somme  des  aires 
multipliées  iIuk  une  par  la  niasse  correspondante  sera  proportionnelle 
au  tein[)s. 

Il  |)eut  arriver,  suivant  la  l'orme  de  la  courlte  dont  .r  et  v  s(miI  les 
(•oordonni''es,  (|ue  l'aii'c  décrite  par  le  rayon  vecteur  soil  au  contraii'c  la 
dilTérence  de  l'aire  de  la  c(Uirl»e  et  de  c(dlc  du  triani^le,  au(pi(d  cas  on 

aura 

xy'  —  yx'  =  —  2  A  '  ; 

mais  il  est  facile  de  se  convaim're  (pie,  dans  ce  cas,  l'aire  sera  décrite 
dans  un  sens  o|i|)osé.  Donc,  en  licru'ral,  la  S(unme  des  produits  des 
masses  par  les  aires  sera  proporlioniudle  au  temps,  eu  pi'ciunil  posi- 
tivement les  aires  ti'acées  dans  le  même  sens  et  néi^ativcmcnt  c(dles 
(pii  seraienl  tracées  dans  un  sens  o|)posé.  ('/est  une  i'einai(|ue  essen- 
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lielle,  et  stins  laquelle  le  théorème  dont  il  s'agit  ne  serait  pas  vrai  en 
général. 

(]ette  loi  (les  aires  aura  donc  lieu  dans  le  mouvement  de  tout  système 
de  corps  agissant  les  uns  sur  les  autres  d'une  manii-re  (|uelcon([ue. 
pourvu  tpie  le  système  soit  entii-rement  lihre  de  touiner autour  de  l'axe 
des  :-,  perpendiculaire  au  plan  des  a-  et  r;  car  il  est  visible  que  les 
conditions  provenant  de  la  liaison  mutuelle  des  corps  seront  alors  les 
mêmes,  (juelque  direction  qu'on  donne  aux  axes  des  -r  et  v. 

Et  si  les  corps  agissent  les  uns  sur  les  autres  par  des  forces  d'attrac- 
tion ou  de  répulsion,  ces  forces  seront  exprimées  par  des  fonctions  des 
distances  \'[x —  çy--h{Y—r,)--^{z —  'Q-,  lesquelles  auront  aussi  la 
propriété  que  nous  avons  supposée;  par  conséquent,  la  même  lui  des 
aires  aura  encore  lieu. 

Enfin,  si  les  corps  M,  N,  ...  étaient  de  plus  aniuu's  par  des  forces 

quelconques  P,.0 dirigées  vers  des  points  donnés  de  l'axe  des  :, 

éloignés  du  plan  des  a-  et  r  des  quantités  m,  «,...,  il  est  facile  de  con- 
clure des  formules  du  n°  15  que  l'on  aurait  à  ajouter  aux  valeurs 
de  ^Ix"  et  Ny"  les  termes  respectifs 

p^  Pr 


^x--\-  y--t-  [z  —  m  -  yx'--hy-  -\-  [Z  —  mf- 

et,  de  même,  aux  valeurs  de  Mç"  et  Nr,"  les  termes 

Ql  et  Q-^  • 

et  ainsi  de  suite.  Donc  les  valeurs  des  quantités  M(j"v"— vx"), 
M{lr," — r,ç"),  ...  seront  indépendantes  de  ces  forces,  et  la  loi  des  aires 
subsistera  également  dans  ce  cas;  donc  elle  subsistera  aussi  si  les  corps 
ne  sont  animés  que  par  des  forces  dirigées  parallèlement  au  même  axe. 
et  par  conséquent  perpendiculaires  au  plan  des  ,r  et  y. 

37.   Donc,  CM  général,  si  le  systènu'  est  lihre  de  tourner  autour  d'un 
axe  fixe,  (|U(dle  (|ue  soit  l'action  que  les  corps  peuvent  cxcicci-  lc>  un.- 


396  TIIKOIUE  DES  FONCTIONS, 

sur  li's  ;iii(r('s  cl  de  (|ut'lqiies  l'orccs  qu'ils  soiciil  aiiiiiics,  |>oiiivii 
(|u'cllcs  tfii<l('iil  à  fct  axe  ou  qu'elles  y  soient  paralli-les,  la  snmiiie  des 
proiluils  (le  la  masse  de  chaque  corps  par  l'aire  que  sa  projection  sur 
un  plan  |)erpeu(liculaire  au  même  axe  décrit  autour  de  cet  axe  est  tou- 
jours pro|ioitionnelle  au  temps. 

Si  d(uu'  le  système  était  libre  de  tourner  d'une  maniJ're  queIcon(|ue 
autour  d'un  point  fixe,  et  (|u'outre  l'action  mutuelle  des  corps  cliacun 
d'eux  fVil  encoi'c  sollicité  ])ar  une  lorce  qiu'lcon(|ne  tendant  ;>  ce  point, 
la  UM'uie  loi  (les  aii'cs  aurait  lieu  relativement  ;i  tiius  les  axes  qui  passe- 
raient pai'  ce  méiue  point.  Ainsi,  dans  ce  cas,  en  |)reuant  ce  point 
pour  l'origine  des  coordonnées,  on  aurait,  ndativcuH'ut  aux  trois  axes 
des  coordonnées,  ces  trois  é(|uations  du  picmier  oi'dre  (  numéro  précé- 
dent   : 

M  .ry'—yx'  ]  -*-  N  [ç/i'  —  r,;'  )  +  .  .  .  -.^  C, 

M  xz—  zx'  ]  +  N  (I?'  -  Çç'  )+...  =  D, 
M  [yz-  zf  )  +  N  (  •/-,?'  -  Ç-fl'  )  +  . . .  =.  E, 

(],  I),  K  étant  trois  constantes  arbitraires. 

38.  Si  le  système  était  entii'rement  libre,  et  (|u'il  n'y  eût  aucun  poiul 
li\e,  ces  é(|uations,  et  pai'  eonsécjuent  la  loi  des  aires,  auraient  lieu  par 
rap|)ort  :i  un  point  (pndconijue  (ju'on  prendi'ait  |ionr  l'origine  des  coor- 
données et  pour  tous  les  axes  qu'on  ferait  passer  par  ce  point. 

Il  en  serait  encore  de  même  dans  ce  cas,  si  le  point  dont  il  s'agit,  au 
lien  d'être  lixe  dans  l'espace,  avait  un  moiivcmcnl  (|ncl(dn([iic  iccti- 
ligue  et  unilorun'.  Kn  ellct,  supposons  qu'il  parcoure  dans  le  temps  / 
les  espaces  -//,  'i/,  •■/  suivant  la  direction  des  axes  des  .r.  r,  z,  les  vi- 
tesses a,  [i,  Y  étant  constantes,  et  soient  />,  q,  r  les  coordonnées  du 
cor|)s  .M,  n,  y,  p  celles  du  corps  N,  etc.,  rapportées  ii  ce  même  point 
pris  pour  leur  origine;  il  est  clair  ([u'on  aura 

p-x-xl,     q^y—^t,     r  —  z  —  yl, 
et  lie  nréme 
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et  ainsi  des  autres.  Donc  on  aura 

pq'—  qp'  =^  \x  —  xl     .)  '  —  p    —    y—'çjt     a,'— a 
=  ■^.>''  —  )'^' —  ^  ,0' — .'■;  "*"  ^  J^' —  -^y' 

et  pai'eilU'iiieiit 

ET/'—  xra'=  ;■/]' —  y;;' —  a  (  tr,' —  y,  )  +  'p[l'i' —  ;'  ; 

et  ainsi  des  autres  formules  semblables.  On  aura  donc 

M  \pq' —  qp'  '  -+-  N   ro/_' —  -/js'  y  -i-  . .  . 

—  y\  ^.r_)-'— jx') +  N  («'  —  ■/;;')+...  — a /^I/-i-\7!'4-...)-r  a;  Mj- 4- \-/;^-... 
-r-  plMx'^  N;'+ ...]-  2,[Mx  +  N  ;  +. . .;. 

Or.  dans  ce  cas(n°^32  et  33 \ 

MxH-N;  — ..    =at--b,     M_>-+-X/;  H-.  .  .  =  c/-,-(/, 

(t,  h,  c,  r/ étant  des  constantes  :  ilonc,  faisant  ces  substitutions,  il  vien- 
dra 

\\[pq'  —  qp]  -r  N  ,C3X'  — /ra' )-)-...  =  M  [xj-'  —  i-x')-f-N  (r/)'—  •/;•;')  —  ..  .  +  a:</—  l,h 

=-.C-i-xd-^b. 

Ainsi  la  quantité  M  p</'  qp'  -+-  ^  v^/.  ~  7.^  )  H-  . . .  sera  encore  con- 
stante; par  conséquent,  la  somme  des  aires  décrites  autour  de  l'axe 
des  /•  passant  par  le  point  nuibile,  multipliées  chacune  par  la  niasse 
respectivi^,  sera  aussi  proportionnelle  au  temps. 

On  trouvera  de  la  même  manière  (|ue  les  deux  autres  (|uanli(és 

^I    pr'  —  rp'  ;  -t-  N  I  Cîp  —  çw'  ,  4-  .  .  . ,     M    qr'  —  rq'  ]  -+-  N   yp'  —  pj^'j)  -f-  .  .  . 

seront  constantes,  et  (ju'aiusi  la  somme  des  aires  décrites  aut(Uir  des 
axes  de  q  elp  passant  par  le  même  point  m(diilc,  iniilti|tliccs  cliacune 
par  la  masse  respective,  sera  encore  proporliouiudle  au  temps. 

Donc,  puisque,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  le  centre  de  gravité  du  svs- 
li'uic  ne  peut  avuir  ([u'uu  mouvement  l'ectilignc  cl  unit'orme     n"33). 
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il  s'fiisiiil  (]ii('  la  loi  dos  aires  aura  lieu  aussi  |>ai'  i'a|)|)()i't  au  ccMlrc  de 
;;ravité  et  pour  lous  les  axes  qu'on  fera  passer  \n\v  ce  ceiilre. 

Nous  remarquerons  encore  (|ne  la  loi  des  aiics  doiil  nous  |)arl(ins  a 
lieu  aussi  comme  celle  du  mouvement  du  ccnire  de  i;ravilé,  el  par  la 
même  raison  (numéro  cité),  lors(|u'il  sni'vienl  des  clian^emenls 
l)rus(|ues  dans  les  mouvements  du  systi'me,  par  l'action  mnUudle  des 
corps  qui  le  composenl.  Ainsi  la  même  loi  peut  s'appliquer  éi^alenienl 
au  (dioc  des  corps  durs  et  à  celui  des  corps  élastiques. 
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CHAPITRE  YII. 


DE  LA  LOI  DES  FORCES  VIVES  DANS  LE  MOUVEMENT  d'lN  SYSTÈME  ANIMÉ  PAU  DES 
FOIiCES  ACCÉLÉRATRICES  QrELCONQLES.  DE  LA  CONSERVATION  DES  FORCES  VIVES 
DANS  LE  CHOC  DES  CORPS  ÉLASTIOIES.  DE  LA  PERTE  DE  CES  FORCES  DANS  LF 
CHOC  DES  CORPS  DURS,  OU  EN  GÉNÉRAL  DANS  LES  CHANGEMENTS  liRUSQVES  OUF 
LE  SYSTÈME  PEUT  ÉPROUVER.  DE  LA  SO'MME  DES  FORCES  VIVES  DANS  LES  SITUA- 
TIONS DE  l'ÉQUILIRRE.  remarques  GÉNÉRALES  SUR  l'ÉCONOMIE  DE  CES  FORCES 
DANS  LES  MACHINES. 


39.  En  général,  quelles  que  soient  les  conditions  du  système,  les 
équations  de  condition 

F  X,  r,  :,ç,  .  .  ■]  =  0,     'l>[x,r,z,l,...]=^o,      ... 

(loiini'tont  toujours,  en  prenant  les  fbnetions  primes  relativement  au 
temps  /,  dont  les  variables  x,y,  ...  sont  des  fonctions, 

x'  ¥'[x]  +/  F\y]  +  z'  ¥'[z)  +  ï'  F\i]  -+- •/)'?'(-/!)  +  Ç'  F'(Ç)  +.  .  .-=o, 

x' iy  [x] -h  r' '^' ir)  -^^'^y^z''  -h;'*';^;  +•/■/'<!)'(■/;) +  ?'$'(?)  +...  =  o, 

et  ainsi  de  suite. 

Or,  si  le  système  n'éprouve  que  l'action  des  Ibires  qui  résultent  de 
ces  conditions,  les  équations  du  mouvement  des  corps  M,  N,  . .  .  seront, 
comme  dans  le  n"  36,  de  la  forme 

Mx"  =  nF'[x]-+-^'<i>'[x]  +..., 

M/'  =  nF'j-)  +  ^''a>'(r)+..., 
Mz"^UF'{z)^W^'(z)-h..., 
Nr  =  nF'(2)-(-¥<D'(|)+..., 
N-/î"=  n  F' (•/i)  +  ¥<I>'(-/i  )+..., 
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Doiii-,  miillipliaiit  i-cs  équations  l'ospcclivement  par  .r',  v',  z',  i',  y,', 
r.  ...  et  les  ajoutant  riiscinhk',  on  aura  rcllc-ci, 

M  .rx"-r-yj"-t-s'z")  +N;P'f-t-y;'-/]"4-  t'K")  ^-.  .  .  =  o, 

(|ui   est  ontièrcMK'nt    in(l('j)('nilant('  des  t-onililions  ilu  système,  et  ({ui 
par  conséquent  aura  lieu  en  général,  quelles  (nie  puissent  èltc  la  dis- 
|)ositinn  et  la  liaison  mutuelle  des  corps  ijiii  le  comjtosent. 
dette  é(|natioM  a  pour  équation  primitive 

M  (  X'-^  +  /2  +  s'2  )  ^  \  (  t'2  +  .^'2  _H  Ç'-'  )-(-...  =  Fî, 

dans    la(|uelli'    Il    est    une    ciinslante    aihitraiic.    Or   nous   avons    vu 
n"  11     que  V-^''  -l-y'  +  =''  exprime  la  vitesse  du  (dr|)s  (pii  décrit  la 
eourhe  dont  ce,  y,  c  sont  les  coordonnées;  donc,  si  l'on  nomme  ii  la  vi- 
tesse du  corps  31,  v  celle  du  corps  N,  et  ainsi  des  autres,  on  auia 

x"- -h  )•"- +  z' -  ^  u- ,     ;''--(-yi"- +  Ç'-=  e-,      ..., 

et  re(|ualion  précedeiilc  deviendra 

M//^  +  \c2-f-...==.n. 

Dans  la  l'ameuse  ilisputc  sur  l'estinialiou  des  (brces,  on  a  a|)p(dé 
force  ihe  d'un  coi'ps  en  mouvemenl  le  |)rodiiit  de  sa  masse  el  du  carré 
de  sa  vitesse.  Ainsi,  en  conser\anl  cflle  dénomination,  on  voit,  par 
l'é(|uation  qu'on  vient  tic  ti'ouvei-,  (|ur  la  souniie  des  forces  vives  de 
tous  les  corps  d'un  système  est  constante,  lorsipie  ces  corps  n'éprouvent 
d'autres  actions  que  celles  qui  résnilcnt  de  leur  liaison,  et,  en  géné- 
ral, de  tdules  les  conditions  qui  peuvent  étic  exprimées  par  des  équa- 
tions entre  les  dilîérentes  coordonnées  du  corps,  sans  (|ne  le  temps  y 
entre.  (>'est  dans  cette  loi  (|in'  consisie  le  principe  de  la  conservation 
des  forces  vives. 

40.  Si  les  corps  agissaient,  de  [ilns,  les  uns  sur  les  autres  pai'  des 
forces  d'attraction  ou  de  répulsion  qu(dcon(jnes,  ces  forces  donneiaicnt. 
il  la  vérité,  des  termes  de  la  même  l'orme  liy'(.rj,  n/'{y),  ...  dans  les 
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val(MU-s  des  quantités  Ma;",  M/',...,   en   prenant   pour  la   fonction 

/.r.v.  ...  la  distance  y^!  [œ  —  ly^ -h  {y  —  r,f-i- {z  —  C)"  entre  ih-ux 
corps,  et  pour  II  la  force  absolue  (jiie  ces  corps  exercent  l'un  sur 
l'autre  (n°25  ;  mais  il  est  évident  que  la  condition 

n'aurait  pas  lieu  pour  cette  fonction  comme  pour  celles  qui  résullcnl 
des  conditions  du  système.  Ainsi  ces  termes  subsisteront  dans  l'e- 
(juation  indépendante  des  conditions  du  svstème,  et  l'on  aura,  par  con- 
séquent, 

M[x-x"^r'r"-^  z'z")  -hy:Xc"-hr,'r,"-h  'Ç'C]  -4-. . . 

où  l'on  voit  que  la  quantité  x'/'lx,-^Y'/'(Y)-h...  est  la  fonction 
prime  relativement  à  /  de  la  fonction/fa-.j,  z,l,  ..  .),  qui  est  ici 


v:x-;)^+(r--/î)^-+ (s -?)••'. 


Donc,  en  général,  si  l'on  désigne  par/>  la  distance  rectiligne  entre  les 
corps  M  et  N,  et  par  P  la  force  absolue  d'attraction  ou  de  répulsion 
que  ces  corps  exercent  l'un  sur  l'autre,  si  l'on  désigne  de  même  pai'  q  la 
distance  rectiligne  entre  deux  autres  corps  du  système  et  par  Q  la 
force  d'attraction  ou  de  répulsion  entre  ces  corps,  et  ainsi  de  suite,  en 
prenant  les  (juantités  P,  Q,  ...  positivement  lors(|u'eIles  tendent  ii 
augmenter  les  distances /?,  q,  . . . ,  et  négativement  lorsqu'elles  temleni 
à  diminuer  ces  distances,  et  qu'on  nomme  u,  e,  ...  les  vitesses  des 
corps  M,  X l'équation  précédente  deviendra 

Muu'-h  N  f/ -i- . , .  =  Pp'  -i-  Qç'-f- . . . , 

([ui  est  également  indépendante  des  conditions  du  svstème.  mais  (|ui 
renferme.  con)me  l'on  voit,  les  forces  P,  Q.  ...  d'attraction  on  de  ré- 
pulsion mnluidic. 

41.   Kntiii,    si   les   corps   étaient    en    niènn'   temps  altiiés   vers  des 
centres   tixcs   nu    repoussés   de  ces  centres,  la  même  équation  aurait 
IX. 
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encore  lieu  on  pn'iianl,  par  exemple,  p  pour  la  distance  <ln  corps  M  à 
nn  cenlre  fixe  et  P  pour  la  force  qui  vient  de  ce  centre;  et  ainsi  des 
autres.  Car  on  |iiMit  déduire  le  cas  des  forces  Icndantes  à  des  centres 
fixes  de  celui  des  actions  mutuelles  des  corps,  en  supposant  que 
quelques-uns  de  ces  corps  deviennent  immobiles,  ce  (|ui  a  lieu  lorsque 
leurs  niasses  soiit  infinités;  mais,  sans  avoir  recours  à  cette  démonstra- 
(ion  indirecte,  il  n'y  a  qu'à  considérer  que,  si  le  corps  M,  par  exemple, 
éprouve  l'action  d'une  force  P  qui  part  d'un  centre  fixe  dont  la  posi- 
tion soit  déterminée  par  les  coordonnées  /,  m,  n  et  dont  la  distance 
il  M  soil  p,  il  en  résultera  (n°25),  dans  les  valeurs  des  (juantités  M,r", 
My,  Me",  les  termes  respectifs 


et  par  consé(|uent,  dans  la  valeur  de  }i\[x'x"-\-Y'y"-{-  z'z"),  ou  de  Miiii' , 
les  termes 

V[x  —  l)x'       P  [y-  m  )  /       P  (  3  -  n.)  z^  _ 
P  ^  P  ^  P 

Mais /jetant  —  \\x  —  If -^[j  —  m)^- -\-[z  —  nf,  on  a 

,       [x  —  l]x'-^(y — m]'/  -\-(z  —  n]z' 

P  = —y- 5 

(loin-  les  tciiiies  dont  il  s'aijit  se  réduisent  ii  P//. 
D'où  l'on  comlura,  en  i;éiiéral,  que  l'éiiiiatioii 

M  iiu'  -H  N  i^f'  -+- . .  .  —  Vp'  +  (iq'  -(-... 

a  lien  pour  un  sysli-me  (|uelcon(|ue  de  corps  disposés  ou  liés  entre  eux 
d'une  manière  (|(ielcoiique,  et  qui  s'attirent  ou  se  repoussent  récipro- 
quement, ou  sont  attirés  vers  des  centres  fixes  ou  repoussés  par  des 
loices  (luelconques  P,  Q,  . . . ,  en  nommant  /;,  r/,  . .  .  les  distances  mu- 
tuelles des  corps  qui  s'attirent  ou  se  repoussent,  ou  leurs  distances 
aux  centres  fixes  d'attraction  ou  de -répulsion,  et  prenant  les  (|uantités 
P,  O,  ...   positivement   ou  néijativemenf   selon  que  ces  forces  seront 
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répulsives  ou  altriiolivcs,  parce  que  les  premières  tendeut  à  aujiuieiilei' 
les  distances /^  q,  ...,  et  les  secondes  à  les  diminuer. 

42.  Si  les  forces  1',  Q,  ...  sont  respectivement  des  fonctions  ([uel- 
conques  des  dislances/?,  q,  ...  suivant  lesquelles  elles  agissent,  ce 
qu'on  peut  toujours  supposer  lorsque  ces  forces  sont  indépendantes 
les  unes  des  autres,  ou,  en  général,  si  les  quantités  P,  Q,  ...  sont  îles 
fonctions  de  p,  q,  ...  telles  que  la  (|uantité  P//-)- Qy -l- . . .  soit  la 
fonction  prime  d'une  fonction  Ae  p,  q,  ...,  (jue  nous  désignerons  |)ar 
f{p,  q,  ...),  l'équation  primitive  de  l'équation  ci-dessus  sera 

M«=-h  Nf--f-. . .  —  K  +  ■îF{/>,  (/,...), 

K  étant  une  constante  arbitraire;  et,  dans  ce  cas,  les  forces  P,  Q 

qui  agissent  suivant  les  lignes /?,  y,  ...,  seront  représentées  par  les 

fonctions  primes  F'(/;),  F'(y) 

Soient  rt,  h,  ...  les  valeurs  de/;,  q,  ...  dans  un  instant  donné,  et  U, 
V,  ...  les  vitesses  de  JM,  N,  . . .  dans  cet  instant  ;  l'équation  précédente, 
rapportée  à  ce  même  instant,  donnera 

MUi-)-NV2  +  .,.  =  K  +  2F(rt,  b,  ...), 

d'où  l'on  tii'c 

K  =  MU2-i-NV2  +  ...— 2F(rt, /;,  ...  ; 

donc,  substituant  cette  valeur,  on  auia  l'équation  générale 

M?/=-t-Nf2+...  =  MU2-f-NV2  +  ...-f-2F(/),  7,  ...]-ilè[a,h 

C.ette  équation  renferme  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  pris  dans  toute  sa  généralité.  Elle  fait  voir  que  la  force  vive  to- 
tale du  systi'me  ne  dépend  que  des  forces  actives  qui  aninuMit  les 
corps  et  de  la  position  des  coi'ps  relativement  aux  centres  de  ces 
forces,  de  sorte  (jue,  si  dans  deux  instants  les  coips  se  trouvent  à 
mêmes  distances  de  ces  centres,  la  somme  de  leurs  forces  vives  sera 
aussi  la  même. 

J'entends  \yM- forces  actii'es  \(."i  forces  (jue  les  corps  exercent  les  uns 
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>iir  les  aiilii's.  cl  dont  l'clTot  est  tic  cIkiiii^i'I'  leurs  distain'os  on  ItMiis 
luisilioiis  ri'S|)('('livos.  nniinic  les  loi'ccs  inli'iiisi'(|in's  (l'allniclion  (iii  de 
icpulsioii,  les  l'oiros  des  ressorts  placés  entre  les  corps,  etc.  Au  con- 
traire, y,i\)\w\lt\forces passuex  les  Corcos  de  résistance  produites  par  les 
pressions  des  corps,  les  tensions  des  tils  ou  des  verges,  etc.,  et  dont 
l'elTet  est  de  maintenir  les  corps  dans  une  même  position  respective  et 
d'empécliei'  (|ue  les  conditions  du  système  ne  soient  violées.  Ces  forces 
passives  ne  l'onttibuciil  en  rien,  comme  l'on  voit,  ;i  la  production  de  la 
force  vive;  les  forces  actives  seules  l'augmentent  ou  la  diminuent. 
comme  elles  feraient  si  les  corps,  étant  mus  librement,  parlaient  des 
mêmes  jxiiuls  et  ai'rivaient  aux  m(''mes  poinls,  en  décrivant  des  ligues 
(|uelc(m(|ues. 

i3.  Nous  avons  vu  (jue  la  loi  du  mouvement  du  centre  de  gravité  el 
celle  des  aires  sont  indépendantes  de  l'aclion  mutuelle  des  corps, 
»|uelle  que  soit  cette  action,  soit  (|u'clle  vienne  des  forces  passives  ou 
actives;  ainsi,  ii  cel  éj^'ard,  ces  deux  lois  oui  une  plus  grande  éti'ndue 
ipie  la  loi  de  la  conservation  des  forces  vives,  (pii  n'est  indépendante 
(pie  (le  l'action  des  forces  passives.  Il  résulte  de  là  (jue  cette  dernière 
loi  ne  peut  |)as  subsister,  (.'omme  les  deux  premii'ics,  dans  le  cas  où, 
pai'  l'action  mutindle  des  corps  ou  par  la  rencontre  d'obstacles,  il  sur- 
vient des  cliangemcnls  brusques  dans  leurs  mouvements,  parce  que  ces 
eliangemonts  sont  ou  |)euvent  loiijoiiis  élre  regardés  comme  l'cU'el 
(les  forces  actives  de  ressorts  placés  entre  les  corps  on  entre  eux  et 
les  obstacles,  et  qui,  en  se  contractant  ou  se  dilatant  très-peu,  maiu- 
lienneril  la  loi  i\c  ciuitinuité  dans  la  variation  des  mouvements.  La 
force  vive  des  corps  (pii  subissent  ainsi  des  cliangeinents  hrus(]ues  re- 
(;oit,  à  chacun  de  ces  changements,  une  augmentation  ou  une  diminu- 
tion égale  à  la  force  vive  (|in'  l'action  de  ces  ressorts  [troduiiait  si  les 
corps  n'étaient  soumis  (pi'à  cette  action. 

Ainsi,  si  les  corps  M,  .\,  . . .  viennent  ii  se  rciiconlicr  ou  ii  rencontrer 
des  obstacles,  de  maiiii're  ([u'il  en  résulte  des  clKingements  bi'ns(|nes 
dans  leurs  mouvements,  on  [loiina  a|ipli(|ucr'  a  ces  corps,  pendant  leur 
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action,  (|ii('l(|iic  courte  (|ii'('ll('  puisse  être,  la  formule  du  niiinén)  |iie- 
cédenl,  de  soile  ([u'eii  iioiiiiiiaiil  l  ,  \,  ...  leurs  vitesses  au  coinuieu- 
cement  de  l'action,  //,  c,  ...  les  vitesses  à  la  lin  de  l'action,  désiiîiianl  de 
plus  par  (i,  h,  . .  .  les  valeurs  des  distances  />.  (/,  ...  au  coumieriee- 
nient  et  par  a,  fi,  ...  leurs  valeurs  à  la  fin  de  la  inèine  action,  on  aura 

MU2+NV2-f-..._\I;<2  -Nf2-...=  2F(fl,  t,   ...I  -  2F    a,  3,   ...    , 

ce  qui  montre  (|ue  la  dilÏÏ'rence  des  forces  vives  au  commeiucmenl  cl 
à  la  tin  de  l'action  sera 

■>.F  a,  b.  .    .)  — 2F(a,  p,  ...), 

où  l'on  remar([uera  que,  (juoique  les  quantités  a,  p,  . .  .  dilferent  très- 
peu  des  quantités  a,  b,  ...,  la  différence  des  fonctions  semblables 
F(a,  ^,  ...    et  F  «,  [i,  ...    peut  avoir  une  valeur  finie  quelconque. 

4i.  (jomnie  ces  fonctions  sont  inconnues,  ou  ne  pourrait  pas  déter- 
miner, de  cette  manière,  la  variation  de  la  force  vive;  mais  dans  les 
cas  particuliers  on  pourra  la  trouver  d'après  les  conditions  du  pro- 
blème. 

Lorsque  des  corps  se  cboquent,  soit  immédiatement,  soit  |)ar  l'enlre- 

mise  de  leviers  ou  de  machines  quelconques,  si  les  corps  sont  parfailc- 

ment  élastiques,  la  compression  et  la   restitution  se  font  suivant  la 

même  loi,  et  l'action  est  censée  durer  jusqu'à  ce  (|ne  les  corps  soicnl 

revenus,  par  la  restitution  du  ressort,  à  la  même  position  res|)eclive  (u'i 

la  compression  a  commencé.  On  aura  donc  pour  ce  cas,  dans  réi|ualion 

précédente, 

x-^a,     p^^  h,     ..., 

et  par  consé(|uetil 

\\:c,^,  ...)  =  F{a,b,  ...], 

d'où  il  suit  que  la  force  vive  sera  la  même  avant  et  après  le  cboc  :  ce 
qu'on  sait  depuis  loni;lemps,  mais  dont  on  n'avait  pas,  (|ue  je  saclie, 
une  démonstration  simj)le  et  géiu'ralc. 

Au  ((uitrairc,  dans  le  cboc  des  ciu-|)s  durs,  l'action  n'est  censée  durci- 
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(|iu'  iiis(|ii';i  te  (iiic  les  corps  aient  ac{|uis  des  vitesses  en  verdi  des- 
(|iielles  ils  ne  se  nuisent  plus  et  (|ni,  |)ar  conséiinenl,  ne  produisent 
point  il'action  entre  eux.  Ainsi,  l'ellet  tle  ees  vitesses  sur  l'aetion  mu- 
tuelle 'des  eorps  étant  nul,  si  on  leur  imprimait  ees  mêmes  vitesses 
avant  ou  pendant  l'action,  elle  serait  la  même  en  vertu  des  vitesses 
composées  de  celles-ci  et  des  vitesses  propres  des  corps.  Donc  elle  se- 
rait enccue  la  même  si  les  vitesses  imprimées  étaient  égales  et  directe- 
ment contraires  à  c(dles  dont  nous  parlons;  car  l'action  ne  vai'ierail 
pas,  en  supposant  (|u"on  détruisit  ces  vitesses  imprimées  par  des  vi- 
tesses opposées. 

Il  s'ensuit  de  lit  (|iie,  dans  le  (dioc  des  corps  durs,  les  vitesses  ii, 
c,  ...,  après  le  choc,  sont  telles,  (|uc  ré(|uation 

MU^+  NV--+-. .  .-  Mm=-  NcS-.  .  ."  2F(rt,  /),  c,  ...)-  y.Viu.,  |3,  y,  . . .) 

subsisterait  également  en  composant  les  vitesses  U,  Y,  ...,  m,  e,  ... 
avec  les  vitesses  — //,  — e,  ...,  le  second  membre  de  cette  é((uation 
demeurant  le  nuMiu'.  parce  (|n'il  ne  dépend  (juc  de  la  position  niulnellf 
des  coips  avant  et  après  le  choc. 

Si  donc  on  nomme  A  la  vitesse  composée  de  U  et  de  —  ti,  15  la  vi- 
tesse coni[iosée  de  \'  et  de  — e,  etc.,  i'é(|iiatiou  «levieudra 

MA=-^NB2-^-...=  •2F(a,  b,  c,  ...)-aF(a,  ;3,  y,  ...), 

puisque  les  vitesses  ciunposées  m  —  m,  c— r,  ...  sont  nulles. 
On  aui'a  donc,  |)our  le  clioc  des  coi-ps  durs,  cette  é([nation 

ML^  -i-  N V^  + . . .  -  Mh^  -  N c^  - .  . .  =^  M  V=  +  NB^  + . . . . 

Comme  U,  V,  . . .  sont  les  vitesses  avant  le  clioc,  et  u,  v,  ...  les  vi- 
tesses après  1(!  choc,  il  est  clair  que  A,  B,  . . .  seront  les  vitesses  per- 
dues pai'  le  (lioi-,  par  conséquent,  .MA" -1- NB- +  . . .  sera  la  force  vive 
(|ui  résulterait  de  ces  vitesses  :  d'où  l'on  tire  cette  conclusion  (|ue. 
dans  le  choc  des  corps  durs,  il  se  fait  une  perte  de  forces  vives  éi^ale  à 
la  force  vive  (pii'  les  innucs  corps  auraient  s'ils  étaient  animés  cliacuii 
de  la  vitesse  (|u'il  pnd  d;ins  le  choc,  (li'  tliéori'Uie  remarquable  est  dû. 
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je  crois,  à  M.  Carnot,  (jui  l'a  trouvé  d'uiu'  autre  manière  dans  son  Kssai 
sur  les  machines  en  général;  il  est  utile  pour  compléter  l'équation  des 
forces  vives,  dans  le  cas  où  il  se  fait  une  perte  de  ces  forces  par  le 
choc. 

45.   Dans  l'équation  (n°41) 

M  un'  +  Nfi^'-t-  . . .  ^  Pp'  +  Qq'  -h-  . .  , 

les  quantités  /),  (],...  désignent  les  dislances  rectilignes  des  points  uii 
les  forces  P,  Q,  .  . .  sont  appliquées  aux  centres  de  ces  forces;  ainsi  les 
quantités//,  q' ,  ...  expriment  les  vitesses  de  ces  points  suivant  les  di- 
rections de  ces  mêmes  forces,  et,  comme  les  quantités  p,  q,  ... 
n'entrent  point  dans   l'équation,  il    s'ensuit  qu'elle  a   toujours   lieu, 

quelles  que  soient  les  forces  P,0 soit  {pi'elles  tendent  à  despoinis 

donnés  ou  non,  [)ourvu  (jue  l'on  prenne  pour/;',  q' ,  ...  les  vitesses  res- 
pectives des  points  où  ces  forces  sont  appliquées  suivant  les  directions 
mêmes  des  forces. 

Si  les  forces  P,  Q, .  . .  étaient  en  é(iuilil)re,  la  qnantité  P/j'-f-  Q7'-l-  ... 
serait  nulle  par  le  principe  des  vitesses  virtuelles  (n°  30)  :  ainsi  l'é- 
([uation  précédente  montre  ce  que  cette  quantité  devient  lorsque  les 
forces  produisent  du  mouvement,  et  l'on  voit  (]n'elle  est  alors  égale  à 
la  fonction  prime  de  la  moitié  de  la  force  vive  de  tous  les  corps  du  sys- 
tème, quelles  que  soient  d'ailleurs  la  disposition  et  la  liaison  mutuelle 
de  ces  corps. 

Donc,  si  dans  un  instant  quclcou(jne  les  forces  qui  agissent  sur  le 
système  viennent  à  se  contre-balancer,  la  fonction  prime  de  la  force 
vive  sera  alors  nulle,  et,  par  conséquent,  la  force  vive  sera  un  maximum 
ou  nn  minimum  in"  26,  il"  Partie).  En  général,  de  toutes  les  situations 
(|uc  le  svsti'UH'  |)eut  prendre,  celle  où  il  sei'ait  eu  équilibre  est  aussi 
celle  où,sa  force  vive  serait  un  maxiiiium  ou  un  minimum  s'il  riait  en 
mouvement,  cl  il  est  démontré  (jue  ré(|uilil)re  sera  stable  lors(]ue  la 
force  vive  sera  un  maximum  et  (|u'il  ne  le  sera  pas  lors(iue  la  foLce 
vive  sera   un  niiniinuni.  Mais  la  démonslration  de  celte  propriété  siii- 
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iiiiliiM'f  lie  rf(|uilil)r('  ne  peut  pas  ôtro  insôréc  ici:  on  lient  la  voir  dans 
la  Mécanique  analytique  (*  . 

46.  Pnisqne  les  ([uanlités/»',  q  ,  ...  ire\|>iinienl  (|ne  les  vitesses  des 
points  où  sont  appli(|nées  les  forces  P,  Q,  . .  .,  estimées  suivant  la  direc- 
tion de  ces  forces,  on  peut  prendre  ponr/^»',  q',  ...  les  espaces  simultanés 
parcourus  par  ces  points  suivant  ces  directions.  Ainsi  Vp'  sera  la  fonc- 
tion prime  de  l'aire  de  la  courbe  dont  l'abscisse  serait  égale  à  p  et 
l'ordonnée  rectangle  serait  P,  et  de  même  Q^'  sera  la  fonction  prime 
de  l'aire  de  la  courbe  dont  l'abscisse  serait  q  et  l'ordonnée  Q;  et  ainsi 
(les  autres  (n"  28,  IF  Partie).  Donc,  si  l'on  désigne  respectivement  ces 
aires  par  (P),  (Q),  ...,  et  qu'on  prenne  les  fonctions  primitives  des 
deux  membres  de  l'écjuation  du  numéro  précédent,  on  aura,  en  nnilti- 
()liaut  par  ?.,  et  nommant  U,  A',  ...  les  vitesses  de  M,  N,  ...  lorsque 
les  aires  (P),  (Q),  . . .  sont  supposées  commencer, 

Mm=  -h  Ni'2 -i- . . .  -  ml;--! _  >-v^ __ . . .  ^  o  (  P)  +  2 (Q)  + . . . . 

Cette  équation  est  la  même  que  celle  du  n"  42,  qui  icuferme  le  prin- 
cipe de  la  conservation  des  forces  vives;  mais  elle  est  présentée  ici 
d'une  manière  indépendante  des  fonctions  qui  peuvent  représenter  les 
forces  P,  Q 

Si  l'on  suppose  que  ces  forces  agissent  chacune  séparément  sur  des 
corps  libres  dont  les  masses  soient  m,  n,  ...,  on  aura,  par  les  équa- 
tions fondamentales  du  n"  15, 

mp"^=V,     nq"=Q,      ...; 

donc,  niiillipli;int  respectivement  par  2/j',  j.q',  ...,el  prenant  les  fonc- 
tions primitives,  on  aura 

777/^'-=  fl-l- ^(P],     nq'-—  b  -h  liQ), 

et  ainsi   des  autres,  a  et  b  étant  des  constantes  arbitraires.  Donc,   si 

(  *  )  CEiiviT.s  lie  iMf^rtiriof,  I .  XI. 
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l'on  suppose,  pour  plus  de  simplicité,  que  les  vitesses//,  ff.  ...  soieiil 
nulles  lorsque  les  aires  (P),  (Q^.  .. .  commencent,  on  aura 

a  =;  o,     b  .=  (I,      .  .  .  , 
et  par  conséquent 

/77p'2  =  2'P;,     nq'--=i[Q] 

où  l'on  voit  que  mp-,  nq-,  ...  sont  les  forces  vives  produites  séparé- 
ment et  librement  par  les  forces  P,  Q,  ...  pendant  la  génération  des 
aires  (P),  (Q),  ./.,  de  sorte  que  ces  aires  elles-mêmes  sont  égales  à  la 
moitié  des  forces  vives  engendrées. 

Donc,  lorsque  ces  forces  agissent  sur  des  corps  liés  entre  eux  d'une 
manière  quelconque,  elles  produisent,  dans  tout  le  système,  une  aug- 
mentation de  force  vive  égale  à  la  somme  des  forces  vives  que  chaque 
force  produirait  en  particulier  si  elle  agissait  seule  sur  un  corps  libre, 
et  qu'elle  lui  fit  parcourir,  suivant  sa  direction,  un  espace  égal  à  celui 
que  le  corps  parcourt  réellement,  suivant  la  même  direction.  C'est  pro- 
prement ce  qui  constitue  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives. 

47.  Cette  loi  des  forces  vives  est  d'une  grande  importance  dans  la 
théorie  des  machines.  L'objet  général  des  machines  est  de  transmettre 
l'action  des  puissances  motrices  de  la  manière  la  plus  propre  à  vaincre 
les  résistances  qui  s'opposent  au  mouvement  qu'on  veut  produire.  Ces 
résistances  n'étant  que  des  forces  qui  agissent  dans  un  sens  contraire  ii 
celui  des  puissances,  on  peut  les  regarder  et  traiter  comme  des  puis- 
sances négatives.  Ainsi,  dans  une  machine  quelconque  en  mouvement, 
l'augmentation  de  la  force  vive  totale  est  toujours  égale  à  la  somme  des 
forces  vives  que  les  puissances  auraient  produites,  moins  la  somme  de 
celles  qui, auraient  pu  être  produites  par  les  résistances,  si  les  points 
sur  lesquels- ces  forces  agissent  s'étaient  mus  librement. 

On  peut  réduire  à  la  gravité  et  aux  ressorts  presque  toutes  les  forces 
dont  nous  pouvons  disposer.  Un  poids  P,  en  descendant  librement  d'une 
IX.  52 
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liaïUcur  //,  acquiert  une  force  vive  égale  à  aP/t;  car,  dans  ce  cas,  la 
force  P  étanl  constante,  l'aire  (Pi  est  »'>gale  au  produit  de  l'ordonnée  P 
par  l'abscisse  //.  Ainsi,  lorsiiu'on  a  ii  sa  disposition  une  cliulc  veili- 
cale  h  d'un  poids  P,  on  peut  dépenser  une  force  vive  égale  à  aPA,  la- 
(|ueile  peut  être  employée  dans  une  machine  comme  puissance  ou 
comme  résistance.  Lu  ressort  hande  produit,  en  se  débandant  librc- 
nient.  une  force  vive  qui  dépend  de  la  force  du  ressort  et  de  res|)ace  par 
le(|U(d  le  ressort  peut  se  débander,  et  (|ui  est  égale  au  double  de 
l'aire  P  .  Donc,  si  l'on  a  à  sa  disposition  un  ressort  bandé  jus(|n'à  un 
eertain  point,  et  qui  puisse  se  débaudf  r  par  un  espace  donné,  on  est  le 
maître  de  dépenser  une  force  vive  donnée  et  de  l'employer  dans  une 
inai'liine  (|uelcon(|ue.  Ainsi  l'on  pciil  dire  (|u'une  chute  d'eau  dont  la 
quantité  et  la  hauteur  sont  données,  qu'une  quantité  donnée  de  char- 
bon, eu  tant  qu'elle  peut  être  employée  à  vaporiser  une  quantité  donnée 
d'eau,  qu'une  quantité  donnée  de  poudre  ii  canon,  qu'uiu'  journée  de 
travail  d'un  animal  donné,  etc.,  renferment  une  (|uanlité  déterminée 
de  force  vive,  dont  ou  peut  disposer,  mais  qu'on  ne  saurait  augmenter 
par  aucun   moyeu  mécanique. 

On  peut  donc  toujours  regarder  une  machine  comme  destinée  à  dé- 
truire une  (piautité  donnée  de  force  vive  eu  consumant  une  autre  force 
vive  donnée;  et  il  suit  du  iirincipe  généial  (pu'  la  force  vive  des  puis- 
sances motrices  doit  surpasser  celle  des  résistances  d'une  quantité 
égale  à  la  force  vive  totale  de  tous  les  corps  qui  se  meuvent  en  vertu 
de  ces  forces,  et,  s'il  arrivait  des  i  haiigements  brus(|ues  dans  leurs 
mouvements,  il  y  faudrait  ajouter  la  somme  des  forces  vives  qui  résul- 
teraient des  vitesses  perdues  dans  les  chocs  (n"  4ii. 

On  peut  calculer  de  celte  manière  l'efTct  de  toute  machine  et  déter- 
miner les  conditiotis  nécessaires  pour  (pie  cet  elfct  devienne  le  plus 
grand  qu'il  est  possible,  relativement  aux  circonstances  de  la  macliine 
ilonnée. 

Je  ne  m'étends  pas  davantage  sur  les  applications  à  la  Mécanique, 
et  je  ne  m'arrêterai  pas  à  résoudre  des  problèmes  particuliers.  Commi! 
mou  dessein  n'est  pas  de  donucr  un  Traité  de  cette  science,  j(!  me  cou- 
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Ifiitorai  (lavoir  ('lalili.  jiai-  la  tlicdiic  îles  luiu-lioiis,  h's  [iiiiicipcs  i-t  lc> 
équations  foiKlaiiiciilalcs  (le  la  >Fc('aiiit|iii',  (lu'oii  ne  (léiiioiiti'c  ordiiiai- 
loniont  que  par  la  consiiléiation  des  intininiciit  petits,  et  d'avoir  (loiiiié. 
d'une  manière  nouvelle,  les  lois  générales  du  mouvement  des  eorps 
animés  par  des  forces  (|uelconques  et  qui  ai^issent  les  uns  sur  les 
autres,  et  je  renverrai  à  la  Mécanique  analrlique  ceux  (|ui  désireraient 
un  plus  grand  détail. 
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ADDITION 

AT  c.iiAPiTHE  11  1)1.  i.\  i'r,i;.Mir,r,r.  l'Ai'.rir.,   page  ;j.1. 


Ou  |)iMil  il('iMOMti(M'  (le  clillV'i'ciitcs  manii'rcs  l:i  corrospondaiiL'c  des 
loiiclions  dérivées  avec  les  diU'érentielles.  Si  l'on  désigne  par  d.x-  la 
diirérence  constante  des  valeurs  successives  x,  .r-\-(l.i\  .r-ha^/.r, 
.v-{-j(I.v.  ...  de  la  variable  .i',  les  valeurs  cori'espondanles  de  la  va- 
riable v,  regardée  comme  fonction  de  .r,  seront,  par  la  ronmile  précé- 
dente, en  y  Taisant  successivement  /=  dr,  ■>.di\  '\dx 

,  ,           y"dx'-           >"'</x^            r'^i/x^ 
y-i-     r'dx-^    •— —     4-    •■ -+-     • —y-      -r-    ■•, 

,  ,  Ly" dr-         Qy"'Jx^  \Q>y^''dx^ 

Y  -+-  f.y  dx  + r- iz—    H •    ■■     .         +    •  •  > 

•'  a  2.3  2.3.4 

.,    ,  ,          Qy"dx-        '}.ny"'dx^        Sir'"'/*"' 
7-1-3  )Ulx  •+  -^ 1-  — — : h       ■  -i , 

■'  •  2  2 .  i  2 . 3 . 4 

,    ,  ,         \Q>Y"dx-      (iiy'"dx^       256r"'Jj:' 

)■  -1-  4  )■  dx  +  -^ ^  -^î^—- ! '—— ■: , 

2  2.3  2.5.4 

Si  l'on  prenil,  |)ai'  îles  soustractions  successives,  les  diUeicnces  pre- 
mières, secondes,  troisièmes,  etc.  de  ces  valeurs,  el  (ju'on  les  dénote 
par  dy,  d-y,  d'y on  aura 

r"'dr^  y'''dx^ 


d^r^= 


d>y 


2.3.1 

2.3  2.3.4 

7. 1  y"  '/•''"  ' 


ADDITION  AU  CllAPITHE  II  DE  LA  PREMIÈRE  PARTIE.  '»!:! 
Supposons  que  la  difFérencc  d.r  (Icvicnnc  infiniment  petite  :  les 
puissances  c/r-,  di',  ...  deviendront  infiiiiinenl  petites,  cliiicune  pai' 
rapport  à  celle  qui  précède,  et  les  séries  qui  expriment  les  valeurs  des 
diirerences  c/v,  cl\v,  d'y,  ...  se  trouveront  composées  de  termes  iiiti- 
niment  petits,  chacun  relativement  au  précédent,  de  sorte  qu'en  iié- 
liligcant  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur  relativement  à  ceux 
«l'un  ordre  inférieur,  on  aura  simplement 

(h=y(/x,     d\)-:=  r"dx^,     d^y=y"dx",     ..., 

et  par  conséquent 

.,_dr        ."_d-r        ,„_d\r 
^  ~~  dx'    ^'~dJr^'    ^  ~dP' 

On  voit  par  là  comment  la  supposition  des  infiniment  petits  peut 
servir  à  trouver  les  fonctions  dérivées,  et  l'on  peut  en  conclure  que  les 

expressions  différentielles^,  ;^'  ••■•  au  lieu  d'exprimer  ce  ([u'elles 
paraissent  représenter,  ne  sont  à  la  rigueur  que  des  syndjoles  qui  dé- 
notent des  fonctions  différentes  de  la  fonction  primitive  v,  mais  déri- 
vées de  celle-ci  suivant  certaines  lois.  [Voir,  dans  la  nouvelle  édition 
i\e6  Leçons  sur  le  Calcul  des  fondions.  la  Leçon  XVIII,  qui  contient  des 
remarques  importantes  sur  le  passage  du  fini  à  l'intiniment  petit    *  .| 

(*)  OEiivrcs  de  Lrigrtirigr,  t.  X. 
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, THÉORIE  DES  F()>CT1U>S  ANVLYTIOUES. 


Note  de  M.  J.-A.  SERRET. 


1.  La  théorie  remarquable  exposée  dans  les  Chapitres  III  et  IV  de  la  deuxième  Partie  fait 
connaître  l'intégrale  première  et  la  solution  singulière  d'une  classe  assez  étendue  d'équations 
différentielles  :  il  s'agit  des  équations  auxquelles  conduisent  les  problèmes  inverses  sur  le 
contact  des  courbes,  et  dans  lesquelles  n'entrent  que  les  e'ie'ments  mêmes  du  contact.  Le 
succès  de  la  méthode  est  dû  à  cette  seule  circonstance  que  les  éléments  du  contact  soni 
des  fonctions  de  .»-.  v  et  des  dérivées  de  v,  qui,  étant  égalées  à  des  constantes  arbitraires, 
fournissent  autant  d'intégrales  premières  d'une  môme  équation  différentielle;  aussi  peut-on 
donner  un  peu  plus  de  généralité  au  théorème  de  Lagrange. 

Désignons  par  y.  et  S- deux  constantes  arbitraires,  et  supposons  que  les  équalions 

I    yjj-.  ).  )■'.  1^' i"'")  =  2, 

ni  ........ 

I  ■\{x.y,  _)■',  )  ",  ....  _>■'"  I  =  ^ 

soient  deux  intégrales  premières  d'une  même  équation  différentielle  de  l'ordre  w  ->-  i . 

(2)  V=.o. 

,     „         ..    .     ■       1-      ,    <■/>■    <i-y 
>■ ,  1  ,  ...  étant  mis  au  lieu  de  -r-i  -r^ 

rt.r     dx- 
Si  l'on  élimine  r'"  entre  les  deux  équations  1 1),  on  obtiendra  une  équation  différentiellr 
de  l'ordre  m  —  \  : 

(•!)  ./■(•'■•.'■,.>':  ....J"'-',:^,f)-o 

Cela  posé,  ré(pmlion  i  3),  qui  est  une  intégrale  seconde  de  l'équation  (2)  et  une  intégrale 
première  de  l'une  quelconque  des  équations  11),  sera  également  une  intégrale  première  de 
l'équation 

(4)  ,  F(?,-]-)  =  o, 

où  F  désigne  une  fonction  quelconque,  pourvu  qiie  l'on  considère  les  deux  constantes  x  et  'y 
comme  assujetties  à  vérifier  l'équation 

(5)  F(a,p)  =  o. 


vit;  NOTE. 

Ce  ilK'oreine  est  presque  évident,  car  les  valeurs  de  a  et  S  que  l'on  tirerait  de  rét|ua- 
tion  (3)  et  de  sa  dêri\ée  seraient  z  =  y,  fi  =  ^,  et,  comme  l'équation  (5)  a  lieu  entre  les 
conslaules  -x  et  p,  il  s'ensuit  que  l'équalion  (4)  se  trouvera  aussi  vérifiée.  Si  les  fonctions  y 
et  -i  ne  renfermaient  que  x,  r  et  y ,  l'équation  (3  )  ne  contiendrait  plus  de  dérivées  et  serait, 
par  suite,  l'inté.^rale  ijénérale  de  l'équation  proposée.  11  résulte  de  là  que,  si,  parmi^les  diffé- 
rentes manières,  en  nombre  infini,  d'écrire  une  éiiuation  différentielle,  on  en  distingue  une 
qui  permette  de  lui  donner  la  forme  de  l'équation  (4),  un  aura,  par  cela  seul,  intégré  une 
première  fois  cette  équation. 

11.  Proposons-nous,  comme  ap[)licalion,  de  clicrclicr  l'é(puiliijn  intégrale  des  lignes  de 
courbure  d'une  surface  du  second  ordre  à  centre.  L'npiation  de  la  surface  élant 

^  .1'  z"-      _ 

l'éiiuation  différentielle  des  projections  des  lignes  de  courbure  sur  le  plan  ./_)  seia 
(■-  /   .      .r)  \       r-  —  //- ,    .  ,,       ,. 

(a)  J-K     t)~ 7^^- ^-  ~ •'■"■  '-*■="; 

•ii  maintenant  on  pose 

ces  équations  seront  les  intégrales  ])remières  de  la  môme  équation 

■ryy"  —  yf -k- xy"^ -^  o: 

on  pourra  donc  appli(iuer  le  théorème  à  l'équation  (?.).  Si  l'on  élimine  )'  entre  celles-ci. 
on  aura 

-V •-  -^i Ti  '~rr  =  ^1    avec    S  =  x  —  b-: 

û-   a       62  _  ^j    p  1 

nous  ferons  z  =  jt',  ^  =  ji'—  ^i^  et  l'équation  des  projections  des  lignes  de  courbure  sera 
linalcmcnt 

(3)  ^l:!l^.^^l^JflUl.^^-, 

^    '  p2^a        (p2_6»)((*»-6»)  ' 

■X-  élant  la  constante  arbitraire  :  elle  représente,  comme  on  sait,  des  ellipses  ou  des  hyper- 
boles. Comme  l'éipiation  (3)  est  symétrique  entre  o  et  y.,  si  l'on  considère  p  comme  un  para- 
mètre variable  et  p  comme  déterminé,  l'écpiation  (3)  représentera  également  les  |)rojectioiis 
des  lignes  de  courbure  do  la  surface 


et,  si  ç,  et  u  ont  en  môme  temps  des  valeurs  déterminées,  l'équation  (3)  représentera  la  pro- 
jection d'une  ligne  de  courbure  commune  aux  surfaces  (i)  et  (4),  laquelle  sera  donc  l'inter- 
.section  de  ces  deux  surfaces. 

Si  dans  l'équalion  (i)  on  a  o>  r  >  i,  r*  devra  être  compris  entre  ù  et  r,  ou  inléricur  a 
res  deux  quantités,  car  autrement  les  deux  surfaces  ne  se  couperaient  pas.  On  conclut  de  là 


NOTE. 


i|uc  le?  trois  é(iuations 


(5) 


,2      ■     ,2  _   l,t  -^  ,-.  _  f  3 

.<•-  y-  z- 


'■-b-^ 


dans  lesquelles  h  et  c>  6  sont  des  constantes  déterminées,  o,  y-,  v  trois  paramétres  variables 
compris,  le  premier  entre  c  et  »  ,  le  second  entre  h  et  f ,  el  le  troisième  entre  zéro  et  h. 
représentent  trois  systèmes  de  surfaces  telles,  que  l'une  quelconque  des  surfaces  de  l'un  de 
ces  systèmes  sera  coupée,  suivant  ses  lignes  de  courbure,  par  toutes  les  surfaces  dos  deux 
autres  systèmes.  Il  en  résulte  que  les  surfaces  (5)  sont  orthogonales  entre  elles. 
(Test  au  même  principe  que  l'on  doit  rattacher  l'intégration  de  l'équation  si  connue 

j  =  /'.r-+-F(j-'l, 
car,  si  l'on  fait 

y—  r'.r  =  S, 

à  cause  que  les  deux  équations  qui  précèdent  sont  les  deux  intégrales  premières  de  l'équa- 
tion 

y"  =  o. 

l'équation 

Y  =  2.r  -+-  5, 

qui  résulte  de  l'élimination  de  y',  sera  l'intégrale  générale  de  la  proposée,  pour\u  que  les 
constantes  z  et  S  soient  unies  par  la  relation 

3  =  F(a), 

(t  l'on  obtient  finalement 

y  =  y..L--^  F  (a), 

où  a  désigne  la  constante  arbitraire.  Au  surplus,  dans  la  question  actuelle,  les  fonctions.)  ' 
et„r — r'j-,  entre  lesquelles  a  lieu  l'équation  proposée,  ne  sont  autres  que  les  clcmcnts  du 
contact  du  premier  ordre. 

m.  Les  équations  différentielles  dont  il  vient  d'être  question,  et  dont  on  détermine  si 
aisément  une  intégrale  première,  admettent,  en  général,  des  solutions  singulières,  ainsi  que 
Lagrange  l'a  remarqué  ;  la  théorie  de  ces  solutions  singulières  peut  être  présentée  très- 
simplement  à  l'aide  de  considérations  géométri(|ues,  identiques  à  celles  que  l'on  emploie 
dans  la  recherche  des  développantes  des  courbes  planes. 

Lorsqu'on  donne  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées  rectangulaires  x  et  v,  on  obtient, 
comme  on  sait,  l'équation  de  la  développée  en  éliminant  .»■  et_)-à  laide  de  la  proposée  el  de.< 
doux  suivantes. 


dans  lesquelles  v.  et  '^j  représentent  les  coordonnées  du  contre  de  courbure. 
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Mais  si.  a»  contrairo.  on  donne  l'équalion 

(le  la  développée,  et  que  Ion  élimine  y.  cl  f^  entre  les  éipialions  [i)  el  {i),  on  oliiiendia 
ré(|uation  (liiïérenlielle  ihi  seeoiul  ordre 


^31 


,,r       i-'d-f-.v'M         i  +  v's-i 


iiue  la  théorie  présente  immédiatement  comme  devant  faire  connaître  les  développantes  de 
la  courbe  représentée  par  l'équation  (2).  Mais  celte  écpiation  est  du  second  ordre,  et  son 
iiité.ïrale  complète  doit  renfermer  deux  constantes  arbitraires,  tandis  qu'il  n'en  jieut  entrer 
qu'une  seule  dans  l'écpialion  des  développantes,  d'où  résulte  ce  paradoxe  d'Analyse  signalé 
par  Lagrange,  et  qu'il  est  bien  aisé  d'éclaircir.  D'abord  réijuation  (3)  est  du  genre  de  celles 
dont  nous  avons  parlé  précéilcmment,  et  son  intégrale  premiéie  s'obtiendra  en  éliminant  y" 
des  équations  (1),  ce  qui  donne 

(4)  ■  (-r  —  ^- )-+-.>■'(.'■— l'î)  =  ", 

dans  laquelle  a  el  fi  doivent  élre  considérées  comme  deux  constantes  liées  par  la  r(>lali(ni 

7  désignant  une  constante  arbitraire,  l'intégrale  de  l'é(piation  '  J)  sera 

Cette  équation,  qui  renferme  deux  constantes  arbitraires,  est  l'iiilégrale  générale  de  l'équa- 
tion ('Ji;  elle  représente  un  cercle  de  rayon  arbitraire  et  dont  le  centre  est  en  un  point 
qnelcon(iue  de  la  courbe  donnée  que  représente  l'écpiation  (2).  Le  cercle  satisfait  efl'ective- 
ment  à  la  question  de  Géométrie,  puisque,  pour  chacun  de  .ses  points,  le  centre  de  courbure 
est  bien  situé  sur  la  courbe  doniu-e.  11  résulte  donc  de  là  (pie  ré(|uation  des  dé\elop|iaiites 
de  lu  courbe  i)roposée  est  nécessairement  une  solution  singulière  de  l'équation  dill'éren- 
lielle  (3).  La  plupart  des  Traités  d'Analyse  ne  font  aucune  mention  de  l'équation  (  3  )  comme 
de\anl  faire  connaître  l'équation  des  développantes,  et  l'on  se  contente  liabiluellemenl  de 
montrer,  à  l'aide  de  rniisidcratinns  priiliculicrcs,  que  celle-ci  est  l'intégrale  générale  d'une 
é(piation  difTérentielle  du  premier  ordre,  laquelle  résulte  de  l'élimination  de  a  et  |5  entre  les 
trois  équations 

«'fi  tir 
(ly.  (I.i- 


C'est,  ;iu  sur|)lus.  le  ré.sultat  aucpicl  on  est  immédiatement  conduit  en  rijusidéranl  les  (lé\e- 
lopiiantcs  d'une  courbe  coumie  les  trajectoires  orthogonales  de  ses  tangentes 

IV.  Nous  allons  montrer  quelle  extension  on  peut  donner  aux  considérations  [larlicuiiei-o 
(juc  l'on  enqiloie  dans  la  théorie  des  déveloiipantes. 


NOTE.  VI!) 


Nous  savons  quo.  si  k's  éinialions 


'  'H'''^x^ y',  ■  ■  •:.'■•'"!  =  fi 

sont  (Itnix  ii)U'i;raIc's  premières  d'une  mémo  équation  diflérentielle,  et  ([ue 

(*)  /(-r,.!-,/,  ...,j"'->,a,!i)=o 

en  résuite  par  l'élimination  de  )'".  celte  dernière  équation  sera  une  intégrale  première  de 
l'équation 

(3)  F(?,^î-)  =0, 

pourvu  ipie  l'on  considère  z  et  [i  comme  des  constantes  vérifiant  l'écpiation 

(i)  F(a,^)  =  o; 

en  sorte  que  l'on  obtiendra  l'intégrale  générale  de  l'équalion  (i)  en  cliercliant  celle  de 
l'équalion  [-i],  dont  l'ordre  est  inférieur  d'une  unité. 

Considérons  a  et  (5  comme  des  coordonnées  rectangulaires,  de  même  que  .r  et  _i ,  puis 
imaginons  que  l'on  ait  tracé  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4),  en  môme  temps  ipie 
celles  qui  sont  représentées  par  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3);  chacune  de  ces  der- 
nières dépendra,  en  partie,  de  la  position  d'un  point  de  la  première  courbe,  de  celui  (|ui 
répond  aux  valeurs  de  a  et  (5  relatives  à  la  courbe  que  l'on  considère  :  pour  abréger  le 
discours,  j'appellerai  ce  point  pninl  directeur,  et  cnurbc  directrice  l'ensemble  des  points 
directeurs,  c'est-à-dire  la  courbe  représentée  par  l'équation  (4). 

Pour  tous  les  points  d'une  même  courbe  de  l'intégrale  générale  (3),  le  point  directeur  est 
le  même,  cl  jouit,  par  rapport  à  chacun  d'eux,  d'une  propriété  commune  définie  analytiqiu'- 
ment  par  les  équations  (i);  d'où  il  suit  clairement  que  les  courbes  susceptibles  de  siitisfairc 
à  l'équation  (3)  et  qui  ne  font  pas  partie  de  l'intégrale  générale  jouissent  de  celte  propriété 
remarquable  que  le  point  directeur  n'est  pas  le  môme  pour  tous  les  points  d'une  même 
courbe,  et  que  la  propriété  définie  analyliquemenl  par  les  équations  (i)  a  lieu  entre  les  dif- 
férents points  d'une  même  courbe  et  leurs  correspondants  sur  la  courbe  directrice. 

Pour  chacune  de  ces  nouvelles  courbes  qui  constituent  une  solution  singulière  de  ré(piii- 
tion  (3),  l'écpiation  (a)  aura  encore  lieu  entre  les  coordonnées  .i\  r  de  l'un  de  ses  points  et 
celles  a  et  S  du  point  directeur  correspondant;  mais,  si  l'on  fait  varier  .;■  et  r,  v.  et  ';j  \arie- 
ront  aussi  .-  on  aura  donc,  en  différenliant  l'équation  (a), 

(df         ,df  ,„     df    \  ,        df  ,        df  ,, 

\dx  il  y  d) '"^^  J  II/.  ilp    • 

Mais,  si  l'on  observe  que  l'équation  [■?.).  dans  lacpielle  on  regarde  a  et  p  comme  constantes, 
est  une  iutugrale  première  de  l'une  quelconque  des  éipialions  (i),  on  verra  que  le  coeflieicnl 
de  du:  dans  l'équation  précédente  devient  nul  en  \crtu  de  ces  mêmes  éipialions  (i)  :  on  aura 
donc  simplement 

-  -  d-x-h  'jr  d  j  -  o. 
iIjl  dp 
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(5) 


<h.->- 

;f<-=- 

'i.f 

<h. 

r/S 

njualion  (|ui  élablil  une  roiation  entre  chaque  point  de  la  courbe  sin.irulii'ro  cl  le  (loinl 
ilirecteur  corres[)on{ianl. 

Si  des  (équations  (4  )  et  (  J)  on  tire  les  valeurs  de  z  et  S  pour  les  porter  dans  l'éciuation  (2), 
ou,  ce  (|ui  revient  an  môme,  si  l'on  élimine  a  et  f  à  l'aide  des  équations  (2),  (4  1  cl  1  5),  on 
obtiendra  une  équation  ditîérentielle  de  l'ordre  /h  —  1, 

Il  (.r,  r,  .■)■',  . . . ,  T'"-'  )  =  o, 

sans  constante  arbitraire,  et  qui  sera  une  solution  sinsulièrc  de  l'équation  (3). 
Bornons-nous  à  indiquer  une  seule  application  des  résultats  qui  précèdent. 

O/i  ilcmiiiide  t/Kfllc  cil  Ifi  aiiirbe  jniiissaiit  de  Ut  propiictd  que,  si  XI  est  un  de  sex  poi/ils, 
C  le  ce/ilrc  de  courbure  en  ce  point,  et  M'  In  position  du  point  M  fuujucl  ou  fuit  faire  un 
ijunrt  de  remlution  autour  d'un  point  Jl.cc,  l'on  nit  CM' =  une  cniistanlr  K. 

L'équation  dilTérentielle  du  second  ordre  est 

on  trouïc  pour  intégrale  première 

(.r-a)-fv-fi)      rfr  __ 


et  pour  solution  singulière 


l'intégrale  générale  représente  ici  des  spirales  logarithmiques,  la  solution  singulière  des 
courbes  beaucoup  plus  compliquées. 

V.  On  démontrerait  absolument,  comme  au  n"  I,  (|ue.  si 
y  =  a,    •>  =  fi,    0  =  7,     ... 
sont  /(  intégrales  premières  d'une  môme  éipiation  dilTérentielle  et  que 


NOTE.  ioi 

PII  résulte  par  léliminalion  des  //  -  .  plus  hautes  (LVivées.  colt.>  (lerniére  sera  ime  intégral.- 
il'ordre  //  —  i  de  l'é<|uation 


pourvu  que  Ion  considère  x.  i,  -,.  ...  comme  des  constantes  assujetties  à  vérifier  innia- 
tion 

F(z,,S,v,  ...)=„. 

Dans  ce  cas.  l'équation  proposée  admet  encore  une  solution  singulière,  que  lun  délcrnii- 
nera  par  un  procédé  analogue  à  celui  que  nous  venons  d'emplover. 
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